


            I.   Введение.

   В старинных русских сказаниях повествуется, как богатырь или другой добрый молодец, доехав до распутья, читает на камне: « Вперед поедешь – голову сложишь, направо поедешь – коня потеряешь, налево поедешь – меча лишишься». А дальше уже говориться, как он выходит из такого положения, в которое попал в результате выбора. Но выбирать разные пути и варианты приходится и современному человеку. Эти пути и варианты складываются в самые разнообразные комбинации. И целый раздел математики, именуемый комбинаторикой (так же теория вероятности и математической статистикой ) заняты поисками ответов на вопросы: сколько всего есть комбинаций в том или ином случае, как из всех этих комбинаций выбрать наилучшею.

                          II.Теория вероятностей
                           1.Случайные исходы и события.
                                       1.1. Испытания со случайными 

                              и детерминированными исходами.

   Испытания - это любые опыты и исследования, выполнение всевозможных упражнений и операций, а также наблюдения за различными явлениями, процессами которые могут происходить в окружающем нас мире.

   Например, подбрасывание монеты или кубика – испытание и так далее. Например, выпадение «орла» или «решки» – исходы подбрасывание монеты.

   Если же в испытании один однозначный исход, который будет постоянно наступать при любом числе повторов испытания, то такой исход называется детерминированным.

   Например, если в водопроводной системе дома есть вода, то открытие крана в ванной комнате или на кухне имеет детерминированный исход – из крана потечет вода.

   К числу с детерминированными исходами можно отнести и выполнение арифметических действий над числами. Сложение, вычитание, умножение и деление чисел имеют строго определенные результаты. Ведь всегда же 2×2=4.
   Если результатами испытания могут быть разные исходы, которые нельзя заранее однозначно предсказать, то такие исходы называют случайными.

   Так случайными исходами являются выпадение “орла” или “решки”, выпадение граней при подбрасывания игрального кубика.

   В любом испытании всегда наступает только один исход. В испытании с детерминированным исходом всегда наступает заранее известный исход. В испытании со случайными исходами поступает один из всех возможных исходов.    

                         1.2. Множество исходов единичного испытания.

   Единичным испытанием называется испытание, в котором либо совершают одно действие над одним предметом, либо розовое взаимодействие разных субъектов.

  Множеством исходов испытания называют всю совокупность возможных исходов испытаний. Сами же исходы называются элементами этого множества и обозначаются малой латинской буквой e.

   Все исходы рассматриваемого множества произвольно нумеруются и записывается в виде индекса у буквы е. Например, исход с номером 3 записывается как е3.

   Если множества детерминированных исходов испытаний могут содержать в себе только один элемент е1, то во множества случайных исходов могут входить два, три и более элементов (исходов): е1, е2, е3 . . .

                                        1.3. Случайные события. 

   В испытании, кроме случайных исходов могут наступать случайные события.
   Случайные события - это результаты испытания, которые можно выразить  через его исходы.

   В качестве примера рассмотрим такую ситуацию. Два игрока подбрасывают игральный кубик, чтобы разыграть между собой ставку. Если выпадает нечётное число очков (1,3,5), то ставку забирает первый игрок. Если выпадает чётное (2,4,6),исло очков, то ставка достаётся его противнику. Таким образом, кроме исходов, {е1 – 1,е2 – 2,е3 – 3,е4 – 4,е5 – 5,е6 – 6},результатами испытания будут выигрыш ставки первым или вторым игроками.

Обозначим событие “ставку выиграл первый игрок” заглавной латинской буквой A, а событие “ставку выиграл второй игрок” - ” заглавной латинской буквой В.

Если при появлении исхода наступает какое-то событие, то говорят, что данный исход благоприятствует этому событию, а само событие – это совокупность благоприятствующих ему исходов. В нашем случае событию А благоприятствуют исходы 1,3 и 5, а событие В – исходы 2,4 и 6.

          1.4. Базовые и сокращённые множества случайных исходов.

Но кроме испытаний с различными случайными исходами, бывают ситуации, когда в одном испытании могут наступить несколько одинаковых исходов. Например, когда в урне лежат два белых и три чёрных шара, и достают шар наугад. Причём шары одного и того же цвета ничем друг от друга не отличаются.

Формально это множество можно записать так: е1 – достанут белый шар, е2 – достанут белый шар, е3 – достанут чёрный шар, е4 - достанут чёрный шар, е5 - достанут чёрный шар.

Возможно, достанут белый шар. Какой исход наступит: е1 или е2? Поскольку белые шары неразличимы, то нельзя дать на этот вопрос однозначного ответа. Можно лишь утверждать, что в испытании наступит случайное событие которому благоприятствует исходы е1 и е2.

Если допустить, что в испытании достанут чёрный шар, то также ничего строго определённого нельзя сказать о наступлении исходов е3, е4 и е5, ведь и чёрные шары неразличимы. Неоспоримым является лишь утверждение, что наступит событие В – достанут чёрный шар, которому благоприятствуют исходы е3, е4 и е5. Поэтому имеет смысл для рассматриваемого испытания определить всего два исхода, приняв за эти исходы события А и В: е1 – А, е2 – В. Называется полученное таким образом множество исходов сокращенным, а первоначальное множество – базовым.

Базовое множество случайных исходов испытания – это множество включающее в себя все возможные различимые и неразличимые исходы испытания.

Сокращённоё множество случайных исходов испытания – множество, полученное любым объединением исходов базового множества.

                        2. Вероятности исходов испытания.

                            2.1.Частота и вероятность исхода испытания.

   В основе теории вероятности лежит объективный закон природы – закон больших чисел. Его действие наблюдается при анализе исходов большого числа повторяющихся одинаковых испытаний, например, многократных подбрасываний монеты или игрального кубика. Такие испытания называются повторными.

   Проведем испытание. Будем подбрасывать игральный кубик, пока не выпадет грань с четырьмя очками. Допустим, что при бросании выпадет одно очко, при втором – четыре очка, при третьем – снова одно очко, при четвертом – пять очков и т.д. С увеличением числа бросаний рано или поздно должны выпасть все шесть граней кубика. То, как часто выпадает каждая грань кубика, характеризуется частотой их появления. Например, если при числе бросаний N = 1000 грань с четырьмя очками выпала m4 ​​= 170 раз, то частота ее появления равна: m4​/N = 170/1000 = 0,17.
   Очевидно, что для любого числа бросаний кубика справедливо равенство:

m1 + m2 + m3 + m4 + m5 + m6 = N, где  m1;​ m2; m3; m4; m5; m6 ​​ - число, сколько раз за N бросаний  выпадали грани с одним, двумя, …, шестью очками.

   В общем случае, когда в испытании n исходов, это равенство приобретает  вид: m1​ + m2 + m3​+...​ + mn  = N, и частота любого исхода lk из множества исходов испытания {l1​, l2​, l3​,…, ln​} определяется отношением mk /N, где mk – сколько раз в N повторных испытаниях наступил исход lк.  

                                 2.2. Вероятностные аксиомы для исходов 





           испытаний

  Вероятность исхода, определенная повторными испытаниями, характеризует частоту его наступления в этих испытаниях.
  Шансы наступления исхода в одном отдельном испытании равны шансам наблюдать этот исход при проведении большого числа повторных испытаний.
  Таким образом, вероятность исхода принимается за числовую характеристику возможности его наступления в отдельном испытании. При этом возможность наступления исхода выражается в долях единицы или в процентах.
  Определение. Вероятность исхода испытания – это числовая мера возможности наступления исхода в испытании.
   Чтобы более точно сформировать способ нахождения вероятности исхода испытания нужно дополнить это определение аксиомами:
    Аксиома 1. Вероятность любого исхода испытания еk положительна: pk > 0 
   Аксиома 2.  Сумма вероятностей всех исходов испытания равна единице:




p1 + p2 + … + pk + … + pn =1
         2.3. Определение вероятностей исходов
                   повторными испытаниями

    На практике повторные испытания являются основным способом определения вероятностей исходов испытания. K ним также прибе​гают для проверки тех вероятностей, которые определены из каких-либо теоретических предположений.                Если проведено всего N испыта​ний, то обычно за вероятность исхода принимают значение его часто​ты:

  __ ___
                                              Рк =m/N
(2.1)
    При этом вероятности исходов часто представляют в виде деся​тичных дробей, что нередко сопровождается округлением результатов деления  тk  на N. B таких случаях значения вероятностей надо ок​руглять так, чтобы выполнялась аксиома 2.

                          2.4. Классическая модель вероятности

   Вероятности исходов испытания очень просто определяются, если их можно. Положить равными друг другу. B таких случаях исходы испытания называют равновероятными, a саму гипотезу о равнове​роятности исходов - классической моделью вероятности.
   Равенство между собой вероятностей исходов испытания обычно связывают c симметрией. Классическими примерами являются сим​метричная монета и симметричный кубик, y которых геометрические центры совпадают c центрами масс (центрами тяжести). Иногда их еще называют правильной монетой и правильным кубиком.

   Симметричная монета. При подбрасывании симметричной монеты нет оснований считать, что выпадение «орла» предпочтительнее
выпадения «решки» и наоборот. Обе стороны монеты имеют одинако​вые шансы выпасть. Поэтому два исхода е1 - О и е2 - P считаются равновероятными, и р1 = р2 = 0,5.

   Опыт показывает, что реальные монеты можно считать симметричными. B этом легко убедиться путем повторных подбрасываний монеты. Например, в XVIII веке ученый Бюффон подбрасывал монету 4040 раз. «Орел» при этом выпал 2048 раз, a «решка» - 1992 раза. Частота выпадения «орла» и «решки» здесь равны соответственно 0,508 и 0,492.

   B XIX веке Пирсон подбрасывал монету 24000 раз. «Орел» тогда выпал 12012 раз, a «решка» - 11988 раз. Частота выпадения «орла» - 0,5005, a «решки» - 0,4995.
  Единичные урновые испытания. Пусть в некотором испытании выбирают наугад один из n предметов. Тогда в испытании можно задать n исходов. Если нет оснований считать, что выбор каких-то предметов имеет большие шансы по отношению ко всем остальным предметам, то исходы такого испытания полагают равновероятными.
2.5. Персоналистическая оценка вероятностей
исходов

   На ближайшем уроке математики учитель может дать контрольную работу. Ученик Вова считает, что это произойдёт c вероятностью 0,4. A его друг Петя думает, что вероятность контрольной работы равна 0, 7. Кто из учеников прав?
    На этот вопрос нет обоснованного ответа. Очевидно, что повторные испытания в этой ситуации невозможны. Привести какие-то доводы за или против точек зре​ния Вовы и Пети трудно. Вероятности, o которых говорят ученики, отражают их личностную оценку возможности контрольной работы на ближайшем уроке. Способов проверки этих оценок нет.
    B повседневности нередко приходится сталкиваться c подобны​ми вероятностными прогнозами. Причем в таких прогнозах могут давать числовые значения вероятностей исходов, a могут просто ут​верждать, что шансы наступления одних исходов больше, чем шан​сы других исходов, a сами вероятности не указывать.
   Поскольку прогнозы дают конкретные люди, которые исходят из своей личной интуиции, опыта и знания ситуации, то этот способ определения вероятностей исходов испытания иногда называют персоналистическим.
   B спортивных изданиях печатают вероятностные прогнозы исходов различных соревнований, например футбольных и хоккей​ных матчей. Эти прогнозы дают спортивные специалисты, которые могут по-разному предсказывать результаты одних и тех же соревнований. Проверить, кто из них прав, не представляется возможным, так как невозможно провести достаточно большое число мат​чей между двумя командами в одних и тех же условиях.

   Политика и экономика – это другие области, где тоже публично даются персоналистические вероятностные оценки. Политики, эко​номисты и военные эксперты часто выступают c прогнозами разви​тия политических и экономических ситуаций. Например, прогнозируются возможности мирного или военного пути разрешения конфликтов между странами, котировки валют различных стран в ближайшем будущем, цены на сырье и энергоресурсы. Нередко эти прогнозы чисто интуитивные.
Любые коммерческие предприятия и проекты, научные исследования и экспедиции могут иметь успех или закончиться провалом. И участвующие в них люди, конечно же, представляют какую-то оценку шансов успеха и неудачи, которая и делает их участниками этих мероприятий. Чем, например, руководствуются те, кто ставят деньги в букмекерских конторах на исходы конных соревнований? Только своей или чужой персоналистической оценкой вероятностей исходов этих скачек.
   У персоналистического способа оценки вероятностей исходов испытания есть немало критиков. Они утверждают, что нельзя говорить о вероятностях исходов тех или иных испытаний, которые невозможно воспроизвести достаточно большое число раз. Ведь закон больших чисел для исходов таких испытаний не действует. Критики правы в том смысле, что нельзя сделать научно обоснованный вероятностный прогноз на основе персоналистического подхода. Однако для математики совершенно неважно, каким способом определены вероятности исходов испытания. Они могут быть найдены повторными испытаниями, или рассчитаны по классической модели вероятности, или взяты из экспертной оценки специалиста. Способ определения вероятностей может быть любым, но важно, чтобы значения вероятностей удовлетворяли аксиомам 1 и 2. 
3.Вероятности случайных событий
                         3.1. Частота и вероятность случайного события

   Предметом наблюдений в повторных испытаниях может быть частота появления случайного события. Пусть, при подбрасывании игрального кубика, если выпадет нечетное число очков – это событие А. Событию А благоприятствуют исходы e1 – 1 e3 – 3, e5 – 5.Очевидно, что во время испытаний будет выполняться равенство




mA= m1 + m3 + m5,
 где mA  - сколько раз за N подбрасываний кубика наступило событие А. Поэтому частоту события А можно представить как сумму частот, благоприятствующих этому событию исходов:


                  mA/N = m1/N + m3/N + m5/N 

  С увеличением числа подбрасываний кубика частоты исходов будут сосредотачиваться возле вероятностей p1, p2 и  p3, которые равны 1 . Следовательно, значения частоты 
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события А будут сосредотачиваться возле числа P(A), равного сумме вероятностей исходов:



P(A) = p1 + p3 + p5 = 1/6 + 1/6 + 1/6 =1/2 
 Число P(A) называют  вероятностью события А.
   Определение 3. Пусть в испытании может наступить событие А. Вероятностью события А называется число P(A), возле которого сосредотачиваются значения частоты события А при увеличении числа повторных испытаний.
  Определение 4. Вероятность случайного события – это числовая мера возможности наступления события в испытании.
  Аксиома 3. Вероятность случайного события равна сумме вероятностей исходов, благоприятствующих этому событию.



3.2.Сколько карпов в пруду?
   Частота и вероятность исхода испытания связаны приближенным равенством (2.1).
Аналогичным равенством можно связать частоту и вероятность случайного события:
      Р(А) ≈ mA/N                                 
  (3.1)  
Равенство (3.1) используют для различных приближенных под​счетов. Например, c его помощью можно оценить число бракованных изделий в партии или численность популяции животных на опреде​ленной территории. 

                        3.3. Вероятности исходов сокращенных множеств
Исходы сокращенного множества - это события, выраженные че​рез исходы базового множества. Поэтому их вероятности рассчитываются по формулам 


              P (A) = pi + pj + … + pk       и



  P (A) = lA/n,

где  lA исходы, благоприятствующие событию А.    
            3.4. Вероятности достоверных, невозможных

               и противоположных событий

   В теории вероятности используются понятия достоверного и невозможного событий.

  Определение. Событие А называется достовер​ным, если ему благоприятствуют все исходы испытания.
  Достоверное событие наступает при любом исходе испытания, и его вероятность по аксиомам 2 и 3 единице: Р (А) = 1.

  Определение. Событие A называется невозможным, если ни один из исходов испытания не благоприятствует этому событию.
  Невозможное событие в испытании никогда не наступает, и его кость по аксиомам 2 и 3 равна нулю: Р (А) = 0.
  Примеры достоверных и невозможных событий.
1. Из колоды, в которую сложены карты только пиковой масти, достают карту наугад. Достоверное событие A – достанут карту пико​вой масти. Невозможное событие В – достанут карту трефовой масти.
2. Подбрасывают игральный кубик. Достоверное событие A – выпадет не более шести очков. Невозможное событие В – выпадет более шести очков.
   Достоверные и невозможные события можно рассматривать как особый случай противоположных событий, когда одному противоположному событию (достоверному) благоприятствуют все исходы испытания, а другому противоположному событию (невозможному) они не благоприятствуют. Поэтому вероятность события, противоположного событию А, равна 




             Р(Апротив) = 1 – Р(А)
           (3.2)
3.5. Вероятность совместного осуществления
случайных событии

  B некотором испытании могут наступить события A и B. Некоторый исход благоприятствует и событию A, и событию B, и его наступление приводит к совместному осуществлению этих событии в испытании.

   Такие исходы называются общими исходами событий. 
   Определение. Случайные события совместимые, если y них есть общие исходы испытания.

Определение. Случайные события несовместимые, если y них нет общих исходов испытания.

                                           3.6. Аксиоматическое определение вероятности

Если собрать воедино вероятностные определения для исходов и событий и три вероятностные аксиомы, то можно дать следующее ак​сиоматическое определение вероятностей исходов и событий. 
   Вероятности исходов u событий – это числовая мера возможности наступления этих исходов u событий в испытании, которая должна удовлетворять следующим аксиомам:
Аксиома 1. Вероятность любого исхода испытания ek положи​тельна, рk > 0.
Аксиома 2. Сумма вероятностей всех исходов испытания равна единице.
Аксиома 3. Вероятность случайного события равна сумме вероятностей исходов, благоприятствующих этому событию.
  Аксиоматическое определение вероятности не связано с конкретным способом определения вероятностей и справедливо при любом из них. Оно задает правила, которые должны соблюдаться при построении математических моделей испытаний со случайными исходами. 




          4.Совместные испытания




4.1. Совместные испытания и их исходы
   Пусть проводят несколько единичных испытаний. Например, бросают три игральных кубика. Бросание каждого кубика считается отдельным единичным испытанием. Пусть у каждого кубика будет свой условный номер: первый, второй и третий. Допустим, что на первом кубике выпало три очка, на втором кубике – шесть очков, a на третьем кубике – одно очко (рис. 4.1).
   Объединенный результат этих трех бросании можно записать в виде последовательности выпавших очков (3, 6, 1). На кубик могли бы выпасть и другие очки, которые можно было бы объединить в другие последовательности. Пусть, (2, 3, 5), (1, 4, 2) и т.д. Эти последовательности представляют собой исходы трех совместных бросаний кубиков, a совокупность всех таких возможных комбинаций очков является множеством исходов этих совместных испытаний.
   Совместными единичными испытаниями называются серии единичных испытаний, чьи результаты объединяются вместе.



      4.2.Зависимые и независимые совместные





      испытания

   Совместные испытания можно разделить на зависимые и независимые.
   Независимые совместные испытания – это единичные совместные испытания, которые не оказывают друг на друга никакого влияния, между ними нет взаимосвязи. 
   Зависимые совместные испытания – это единичные испытания, которые проводятся в определенной последовательности, и результаты первых испытаний влияют на последующие испытания.
   Пример: В урне лежат три шара с номерами один, два и три. Из этой урны наугад достают два шара. Существуют два способа достать шары из урны.
   Первый способ. Достают первый шар, записывают его номер, кладут этот шар обратно в урну, перемешивают шары, достают второй шар и снова записывают его номер. Испытания такого типа называют урновыми испытаниями по схеме с возвращением.
   Второй способ. Просто достают из урны два шара подряд один за другим. Первый шар не возвращается обратно в урну, и число шаров в урне перед извлечением второго шара уменьшается. Испытания такого типа называются урновыми испытаниями по схеме без возвращения.
   Урновые испытания по схеме с возвращением являются повторными испытаниями. Исходы первого единичного испытания никак не влияют на исходы второго испытания и наоборот. Поэтому урновые испытания по схеме с возвращением считаются независимыми.
   В урновых испытаниях по схеме без возвращения условия проведения каждого единичного испытания определяются исходами предшествующих ему испытаний. Поэтому урновые испытания по схеме без возвращения считаются зависимыми.
  К независимым испытаниям относятся совместные испытания, составленные из разных единичных испытаний, если они не влияют друг на друга. Например, подбрасывание монеты и игрального кубика, выстрелы по мишени, контроль надежности работы изделий.
Зависимыми испытаниями также считаются испытания до первого успеха. Испытания до первого успеха – это серии единичных испытаний, которые проводят до тех пор, пока не будет достигнута цель испытаний. Например, стрельба по мишени до первого попадания. 

Исход каждого испытания в серии определяет, будут, продолжены эти испытания или нет.


       4.3. Зависимые и независимые события

   Зависимость или независимость друг от друга единичных испытаний переносится на отношения между исходами и случайными событиями, связанными с этими испытаниями.
  Пусть проводятся два совместных единичных испытания, и в первом испытании может наступить событие А, а во втором испытании – событие В. Если испытания независимые, то А и В – независимые события. Если испытания зависимые, и результаты первого испытания влияют на второе испытание, то событие В зависит от события  А.


       5. Два независимых совместных  




    испытания



     5.1. Правило умножения вероятностей 
   Пусть проводят два независимых совместных испытания. В первом испытании с вероятностью P(A) может наступить событие  А, а во втором испытании  с вероятностью P(В) может наступить событие В. События А и  В – независимые. По вероятностям P(A) и
P(В) можно найти вероятность P(A,B), т.е. в совместных испытаниях события А и В наступят вместе.
    Вероятность совместного осуществления независимых событий  А и В равна произведению их вероятностей:




P(A, B) = P(A) * P(B).



(5.1.) 


       6. Два зависимых совместных




              испытания




   6.1. Условная вероятность

   Пусть в испытании может наступить событие А и событие В. Событие В зависит от события А. Вероятность события В, рассчитанная при условии наступления события А, называется условной.

   Определение. Условная вероятность Р(B/A) – это вероятность события В, вычисленная при условии, что сначала наступит событие А.  


                  6.2. Правило умножения вероятностей

   Пусть проводят два зависимых совместных испытания. В первом испытании с вероятностью P(A) может наступить событие  А, а во втором испытании  с вероятностью P(В/A) может наступить событие В. События А и  В – зависимые. По вероятностям P(A) и
P(В/A) можно найти вероятность P(A,B), т.е. в совместных испытаниях события А и В наступят вместе.
   Вероятность совместного осуществления зависимых событий А и В равна произведению вероятности события А на условную вероятность события В.



             Р(А,В) = Р(А) * Р(В/А)                                               (6.1)



6.3. Полная вероятность

   Исходы события В зависят от исходов события А. События А и В имеют равновероятные исходы. Чтобы найти Р(В) нужно сложить вероятности благоприятствующих событию В исходов. Р(В) называют полной вероятностью события В.
   Определение. Полная вероятность зависимого события – это вероятность его наступления в совместных испытаниях.
                III. Решение вероятностных задач.
2.1. В испытании возможны три исхода. В 1300 повторных испытаниях исход е1 наблюдался 455 раз, а исход е4 – 567 раз. Определить значение частоты исходов испытания.

  Дано: N = 1300


 m1 = 455,  m2 = 567,  m3 =? 
  Решение: 1) m3 = 1300 – m1 – m2 = 1300 – 455 – 567 = 278

                   2) m1/N = 455/1300 = 0.35

                   3) m2/N = 567/1300 = 0.436

                   4) m3/n = 278/1300 = 0.214

  Ответ:  0.35, 0.436, 0.214.

2.2.В испытании четыре исхода: p1 = 1/6, p2 = p4 = 1/4, p3 =1/3. Проверить, правильно ли заданы вероятности исходов испытания.
   Дано: p1 = 1/6, p2 = p4 = 1/4, p3 =1/3
   Решение: Проверим, удовлетворяют ли заданные вероятности аксиомам 1 и 2.

   1/6 > 0, 1/4 > 0, 1/3 > 0 – все вероятности удовлетворяют аксиоме 1.

   Найдем сумму вероятностей исходов испытания:

   p1 + p2 + p3 = 1/6 + 1/4 + 1/4 + 1/3 = 1 – вероятности удовлетворяют аксиоме 2.

   Ответ: Вероятности заданы верно, т.к. удовлетворяют обеим аксиомам.

2.3. Стрелок сделал 200 выстрелов по мишени и попал в нее 180 раз. Чему равны вероятности попадания и промаха при одном выстреле стрелка?
   Дано: e1 – попал, e2 – мимо, N = 200, m1 = 180, m2 =?
   Решение: m2 =  N - m1 = 200 – 180 = 20

                    p1 ≈ 180/200 = 0.9

                    p2  ≈ 20/200 = 0.1

   Ответ: p1 = 0.9, p2 = 0.1

2.4. Капитаны двух футбольных команд подбрасыванием монеты разыгрывают право выбора ворот. Какова вероятность выиграть право выбора ворот у каждого из них?
   Дано: e1 – «орел», e2 – «решка» 
   Решение: p1 = p2 = 1/2

   Ответ: 0.5, 0.5

2.5. В прогнозе на результаты матча футбольных команд «Комета» и «Звезда» вероятность победы «Кометы» оценивалось в 20%, а вероятность ничьей – в 70%. Как оценивалась вероятность побед команды «Звезда»?
   Дано: e1 – победит «Комета», e2 – ничья, e3 – победит «Звезда», p1 = 0.2, p2 = 0.7, p3 =?

   Решение: p3 = 1 - p1 -  p2 = 1 – 0.2 – 0.7 = 0.1

   Ответ: 0.1

3.1. Из урны, где лежат восемь черных и шесть белых шаров, вытаскивают один шар наугад. Чему равна вероятность, что достанут черный шар? Чему равна вероятность, что достанут белый шар?
   Решение: Пусть событие А – появление черного шара, а событие В – появление белого шара. Базовое множество исходов испытания – 14. Событию А благоприятствуют восемь исходов из них. Значит, Р(А) = 8/14 = 4/7. Событию В благоприятствуют шесть исходов. Значит, Р(В) = 6/14 = 3/7. 
    Ответ: Р(А) = 4/7, Р(В) = 3/7.
3.2. Взяли тысячу зерен, покрасили их краской и добавили в большую кучу зерен, а затем эту кучу тщательно перемешали. После этого кружкой зачерпнули зерна из этой кучи и пересчитали их. Среди 456 зерен, попавших в кружку, 32 оказались крашеными. Сколько приблизительно зерен в куче?
    Решение: Пусть событие А – взятое зерно крашеное; n – общее число зерен в куче. Взятие любого зерна равновероятно, т.к. крашеные зерна перемешались с остальными. Тогда событию А благоприятствуют 1000 из n равновероятных исходов и Р(А) = 1000/n.
Частота события А, когда во второй раз взяли зерна, составит mA/n = 32/456 = 4/57. Используя равенство (3.1), запишем 
                                    1000/n ≈ 4/57  
                                    n = (1000 * 57)/4 = 14250

   Ответ: 14250 зерен

3.4. В классе три отличника, восемь хорошистов, двенадцать троечников, один двоечник. Наугад вызывают ученика к доске. Событие А – вызовут отвечать отличника. По формуле (3.2) найти вероятности событий, противоположных событию А.

   Решение: Событию А благоприятствуют три исхода, а событию, противоположному событию А, благоприятствует (8 + 12 + 1 = 21) 21 исход. Базовое множество исходов ( 3 + 8 + 12 + 1 = 24) – 24. По формуле найдем: Р(Апротив) = 1 – 3/24 = 7/8
   Ответ: 7/8
3.5. Из копилки, где лежат три рублевых, две двухрублевых и одна пятирублевая монеты, достают одну монету наугад. Событие А – достанут пятирублевую монету; событие В – достанут не больше двух рублей; событие С – достанут больше одного рубля. Найти вероятности совместного осуществления для каждой пары случайных событий.

   Решение: Совместимые события – В и С, А и С.

 Р(А, В) = p4 + p5 = 1/6 + 1/6 = 1/3

 Р(А, С) = p6 = 1/6

   Ответ: 1/3, 1/6.
5.1. Подбрасывают красный и желтый игральные кубики. Подсчитать вероятность, что на красном кубике выпадет три очка, а на желтом – четыре очка.

   Решение: Пусть событие А – на красном кубике выпадет три очка; событие В – на желтом кубике выпадет четыре очка. А и В – независимые испытания. По формуле найдем, что Р(А) = 1/6 и Р(В) = 1/6. Тогда искомая вероятность равна:
   Р(А,В) = Р(А) * Р(В) = 1/6 * 1/6 = 1/36.

   Ответ: 1/36
6.1. Взяли две урны. В первую положили два белых шара и два черных шара, а во вторую – три белых и пять черных шаров. Наугад выбирают урну и достают из нее один шар. Найти условную вероятность, что достанут черный шар, если выберут первую урну.

   Решение: Пусть событие А – выберут первую урну; событие В – достанут черный шар. Событие В зависит от события А. Если наступит событие А, то n = 4,  lB =  2.

   Р(В/А) = lB/n = 2/4 = ½

   Ответ: ½
6.2. Ваня забывчивый мальчик. Его пригласил в гости на день рождения друг Коля. Вероятность, что Ваня не забудет про приглашение, равна 0.7, а вероятность, что, идя в гости, Ваня не забудет про подарок для Коли, равна 0.8. Найти вероятность, что Ваня придет в гости к Коле с подарком.

   Решение: Пусть событие А – Ваня не забудет про приглашение Коли, событие В – Ваня не забудет подарок для Коли дома. Событие В зависит от события А. Если Ваня не вспомнит про день рождения Коли, то и про подарок он забудет. Поэтому заданная вероятность события В – условная, Р(В/А). 

    Р(А,В) = Р(А) *  Р(В/А) = 0.7 * 0.8 = 0.56

   Ответ: 0.56

6.3. Вероятность события А равна 1/3, вероятность события противоположного А равна 2/3. Событие В равно ¼, если наступит событие А. Если наступит событие противоположное событию А, то вероятность события В равна 5/6. Подсчитать полную вероятность события В.

   Решение: Вероятность события В равна:
   1/3 * ¼ + 2/3 * 5/6 = 1/12 + 5/9 = 23/36

   Ответ: 23/36 

                                           IV. Немного истории 
   Кто  из двух шахматистов будет играть белыми? Какая из двух команд начнет игру? Чтобы решать такие вопросы по справедливости, принято подбрасывать монету, потому что «орел» или «решка» выпадают примерно с равной частотой. Этот факт подвергали экспериментальной проверки ученые разных стран и эпох. 

   В  XVIII веке французский естествоиспытатель Жорж Луи де Бюффон не поленился провести 4040 экспериментов с подбрасыванием монеты, при этом «орел» выпадал 2048 раз. То есть у Бюффона частота появления «орла» получилась равной 2048/4040 ≈ 0,5069.

   В начале ХХ в. английский математик Карл Пирсон провел уже 24000 экспериментов, при этом «орел» выпал 12012 раз. Значит, у Пирсона частота появления «орла» получилась равной 12012/24000 ≈ 0,5005.

   Ученики одной из московских школ тоже провели 8000 экспериментов с подбрасыванием монеты. При этом 3962 раза выпал «орел». Значит, частота выпадения «орла» в этих экспериментах составила 3962/8000≈0,4953.

   Нетрудно заметить, что серии экспериментов, проведенных в разные эпохи и в разных странах, дают похожий результат: при многократном подбрасывании монеты частота появления «орла» примерно равна 0,5.

   Я решила сама провести ряд испытаний с подбрасыванием монеты. Проведя 100 испытаний, я подсчитала сколько раз выпала «решка» и сколько «орел». В итоге, «решка» выпала 48 раз, а «орел» - 52 раза. Мы уже видим, что приближенная вероятность выполняется, даже при таком небольшом количестве испытаний.   

   Также, по вероятности события можно прогнозировать частоту его появления в будущем. Вероятностные оценки широко используются в физике и биологии, в социологии и демографии, в экономике и политике, в спорте и в повседневной жизни каждого человека.
  Вопросом теории вероятностей занимались П. Ферма, Х. Гюйгенс, П.Л. Чебышев, 

Б. Паскаль. Паскаль говорил: «Учение, объединяющее точность математических доказательств с неопределенностью случая, с полным правом может претендовать на титул «математики случайного».
