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Введение
      Понятие абсолютной величины (модуля) является одной из важнейших характеристик 

числа как в области действительных, так и в области комплексных чисел. Считают, что термин предложил использовать Котс, ученик Ньютона. Знак модуля введен в XIX веке Вейерштрассом. Для комплексных чисел это понятие ввели Коши и Арган в XIX веке.

       Слово модуль произошло от латинского modulus, что в переводе означает мера. Это многозначное слово (омоним), которое имеет множество значений и применяется не только в математике, но и в архитектуре, физике, технике, программировании и других точных науках.  Например, в теории приближенных вычислений используются понятия абсолютной и относительной погрешностей приближенного числа. В механике и геометрии изучаются понятия вектора и его длины (модуля вектора). В архитектуре это исходная единица измерения, устанавливаемая для данного архитектурного сооружения и служащая для выражения кратных соотношений его составных элементов. 
В технике это термин, применяемый в различных областях технике, не имеющий универсального значения и служащий для обозначения различных коэффициентов и величин, например модуль зацепления, модуль упругости и т. п.

Задачи, связанные с абсолютными величинами, часто встречаются на математических олимпиадах, вступительных экзаменах в вузы и ЕГЭ. Но программой школьного курса математики не предусмотрены обобщение и систематизация знаний о модулях, их свойствах. Поэтому задачи такого типа вызывают трудности у школьников. Я оказалась не исключением. Подготовиться к этому вопросу индивидуально достаточно сложно, т.к. систематизированного пособия или хорошего методического издания мне найти было сложно. В справочной литературе можно найти по 2-3 примера, что не способствовало систематизации моих знаний, а чтобы усовершенствовать свои умения, надо решать хотя бы 5 – 10 заданий по данному вопросу. В глобальной сети Интернет практически нет материала по данной теме.   
      Справиться со всеми трудностями мне помог учитель. Он мне предложил с начала учебного года заняться исследовательской работой. Перед собой я поставила цели:
· обобщение и систематизация, расширение и углубление знаний по теме «Абсолютная величина»;
· обретение практических навыков выполнения заданий с модулем;

· повышение уровня математической подготовки.
Достижение целей происходит путем реализации следующих задач:
· вооружение системой знаний по теме «Абсолютная величина»:
· формирование навыков применения данных знаний при решении разнообразных задач различной сложности;

· подготовка к ЕГЭ;

· формирование навыков самостоятельной работы; 

· формирование навыков работы со справочной литературой, с компьютером;

· формирование умения и навыков исследовательской работы;

· способствие развитию алгоритмического мышления;

· способствие формированию познавательного интереса к математике.

      Систематизация решений модульных выражений привела к выявлению следующих методов:

1)  по определению модуля

2) по свойствам модуля

3) с помощью нахождения модульных нулей

4) с помощью геометрической характеристике 

5) с помощью графиков.

Определение и свойство модуля.
       Абсолютной величиной (или модулем) действительного числа а называется само это число, если оно неотрицательное, и это число, взятое с противоположным знаком, если оно отрицательное. Модуль числа а обозначается так │а│.                                                                          
                                       Основные свойства модуля:
1. Модуль любого действительного числа а есть неотрицательное число:   |а ≥ 0.
2. Каждое действительное число а не больше своего модуля и не меньше числа, противоположного модулю, т.е. -|а|≤а≤|а|.
3. Если число а ≥ 0 и для числа Х справедливо одно из неравенств х ≥ а или х ≤ а, то модуль числа х удовлетворяет неравенству |x|≥а. Каждое число х, удовлетворяющее неравенству |x|≥а, удовлетворяет одному из неравенств x≥а или x≤а.
 4. Если число а>0 и число х удовлетворяет неравенству -а
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ха, то модуль числа х удовлетворяет неравенству |х|[image: image2.png]


а. Если |х|[image: image3.png]


а, то справедливо неравенство:  -а≤х≤а. 

       5. Модуль суммы двух или более слагаемых не больше суммы модулей этих чисел: |а + b| ≤ |a|+|b|. 
       6. Модуль разности двух чисел не меньше разности модулей этих чисел |a - b| ≥ |a|-|b|.
       7. Модуль произведения двух или более множителей равен произведению модулей этих чисел: |ab|=|a|•|b|. 

       8. Модуль частного двух чисел равен частному модулей этих чисел: |a/b|=|a|/|b|. 

       9. Модуль степени какого-либо числа равен степени модуля этого числа: |a|n=│an│ причем если n =2к – четное число, то │a│2k = а2к. 

       10. Модуль разности двух чисел равен расстоянию между точками числовой прямой, изображающими эти числа: |a - b|=p(a,b). Из этого свойства следует важное равенство: |a - b|=|b - a|. В частности, |a|=|-a|. 

       11. Сумма модулей чисел равна нулю тогда и только тогда, когда каждое число равно нулю. 
       12 .Модуль разности модулей двух чисел не больше модуля разности этих чисел: ||a|-|b||≤|a - b|.
       13 .Квадратный корень квадрата числа равен модулю этого числа:          √а2 = │а│. 

Доказательство теорем.
    Теорема 1. Абсолютная величина действительного числа а  равна большему из двух чисел а или – а.
   Доказательство.

1. Если число а положительно, то –а отрицательно, т.е. – а < 0 < а. Отсюда следует, что – а < а.
Например, число 5 положительно, тогда -5 – отрицательно и – 5 < 0 < 5, отсюда -5 < 5.
В этом случае, | а | = а, т.е.  | а |  совпадает с большим из двух чисел а  и – а.

2. Если а отрицательно, тогда – а положительно и  
а < - а, т.е. большим числом является – а. По определению, в этом случае,  | а | = - а – снова равно большему из двух чисел – а и а.

Следствие 1. Из теоремы следует, что    | - а |  =  | а |.
В самом деле, как  | - а |. так и   | а |  равны большему из чисел – а и а, а значит равны между собой.

Следствие 2. Для любого действительного числа а справедливы неравенства а <  | а |   на -1 (при этом знак неравенства изменится на противоположный), мы получим следующие неравенства:    а <  | а |,  а >  - | а |,  справедливые для любого действительного числа а. Объединяя последние два неравенства в одно, получаем:
- | а |  <   а   <   | а |.

    Теорема 2. Абсолютная величина любого действительного числа a равна арифметическому квадратному корню из а2/│a│= √a2
    Доказательство.
В самом деле, если а ≥ 0 то, по определению модуля числа, будем иметь │а│= а.  С другой стороны, при а ≥ 0, √а2 = а, значит |a| = √а2. 

 Если a < 0, тогда |a| = -a и √а2 = -а, и в этом случае |a| = √а2.
Эта теорема дает возможность при решении некоторых задач заменять |a| на √а2.  

Геометрически |a| означает расстояние на координатной прямой от точки, изображающей число a, до начала отсчета.
Если а ≠ 0,  то на координатной прямой существует две точки a и -a, равноудаленной от нуля, модули которых равны.
 Если a = 0, то на координатной прямой |a| изображается точкой 0 (см. рис.)

                                        [image: image4.jpg]



Способы решения уравнений, содержащих модуль.
     Для решения уравнений, содержащих знак абсолютной величины, мы будем основываться на определении модуля числа и свойствах абсолютной величины числа. Мы решим несколько примеров одним и тем же способом и посмотрим, какой из способов окажется проще для решения уравнений, содержащих модуль.

Пример 1. Решим аналитически и графически уравнение |x - 2| = 3.

Решение:

Аналитическое решение.

1-й способ

Рассуждать будем, исходя из определения модуля. Если выражение, находящееся под модулем неотрицательно, т. е. x – 2 ≥ 0, тогда оно "выйдет" из - под знака модуля со знаком "плюс" и уравнение примет вид: x - 2 = 3. Если значения выражения под знаком модуля отрицательно, тогда, по определению, оно будет равно: - (х – 2) = 3   или x – 2 = -3 

Таким образом, получаем, либо x - 2 = 3, либо x - 2 = -3. Решая полученные уравнения, находим: х1 = 5, х2 = -1. 

Ответ: х1 = 5, х2 = -1. 

Теперь можно сделать вывод: если модуль некоторого выражения равен действительному положительному числу a, тогда выражение под модулем равно либо a, либо - а. 

Графическое решение.

Одним из способов решения уравнений, содержащих модуль, является графический способ. Суть этого способа заключается в том, чтобы построить графики данных функций. В случае если графики пересекутся, точки пересечений данных графиков будут являться корнями нашего уравнения. В случае если графики не пересекутся, мы сможем сделать вывод, что уравнение корней не имеет. Этот способ, вероятно, реже других применяют для решения уравнений, содержащих модуль, так как, во-первых, он занимает достаточно много времени и не всегда рационален, а, во-вторых, результаты, полученные при построении графиков, не всегда являются точными.

Другой способ решения уравнений, содержащих модуль- это способ разбиения числовой прямой на промежутки. В этом случае нам нужно разбить числовую прямую так, что по определению модуля, знак абсолютной величины на данных промежутках можно будет снять. Затем, для каждого из промежутков мы должны будем решить данное уравнение и сделать вывод, относительно получившихся корней (удовлетворяют они нашему промежутку или нет). Корни, удовлетворяющие промежутки и дадут окончательный ответ.

 2-й способ

Установим, при каких значениях x, модуль равен нулю: х – 2= 0, х = 2. 

Получим два промежутка, на каждом из которых решим уравнение. 
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                                                   2                     х

Получим две смешанных системы:

(1) [image: image5.png]{XSZ
(x-2=3




 (2) [image: image6.png]




Решим каждую систему:

(1) [image: image7.png]


(удовлетворяет      данному промежутку)

(2) [image: image8.png]


 (удовлетворяет данному промежутку)

Ответ: х1 = -1, х2 = 5. 

Графическое решение

Для решения уравнения графическим способом, надо построить графики функций               у =│х - 2│ и у = 3.

Для построения графика функции у =│х - 2│, построим график функции у = х - 2 - это прямая, пересекающая ось OX в точке (2; 0), а ось OY в точке (0;-2), а затем часть прямой, лежащую ниже оси OX зеркально отразить в оси OX.

Графиком функции у = 3 является прямая, параллельная оси OX и проходящая через точку (0; 3) на оси OY .


Абсциссы точек пересечения графиков функций дадут решения уравнения.

Прямая графика функции y = 3 пересеклась с графиком функции y = |x – 2| в точках с координатами (-1; 3) и (5; 3), следовательно, решениями уравнения будут абсциссы точек: x = -1, x = 5.

Ответ: х1 = -1, х2 = 5.

Пример 2. Решим аналитически и графически уравнение 1 + | x | = 0,5.

Решение:

Аналитическое решение.
Преобразуем уравнение: 1 + | x | = 0,5

                                            | x | =0,5-1

                                             | x |= -0,5

Понятно, что в этом случае уравнение не имеет решений, так как, по определению, модуль всегда неотрицателен.

Ответ: решений нет.

Графическое решение.
Преобразуем уравнение:  1 + | x | = 0,5

                                            | x | =0,5-1

                                            | x |= -0,5

Графиком функции у = │х│ являются лучи - биссектрисы 1-го и 2-го координатных углов. Графиком функции у = -0,5 является прямая, параллельная оси OX и проходящая через точку -0,5 на оси OY.


Графики не пересекаются, значит, уравнение не имеет решений.
Ответ: нет решений.
Пример 3. Решите аналитически и графически уравнение |-x + 2| = 2x + 1.

Решение:

Аналитическое решение.
1-й способ

Прежде следует установить область допустимых значений переменной. Возникает естественный вопрос, почему в предыдущих примерах не было необходимости делать этого, а сейчас она возникла.

Дело в том, что в этом примере в левой части уравнения модуль некоторого выражения, а в правой части не число, а выражение с переменной, - именно это важное обстоятельство отличает данный пример от предыдущих.

Поскольку в левой части - модуль, а в правой части выражение, содержащее переменную, необходимо потребовать, чтобы это выражение было неотрицательным, т. е. [image: image9.png]2 +120, xZ*%



 
Таким образом, область допустимых значений модуля М =    х є [-1; ∞)
Теперь можно рассуждать так же, как и в примере 1, когда в правой части равенства находилось положительной число. Получим две смешанных системы:

(1) [image: image10.png]—x+2=2+1



 и (2) [image: image11.png]=1
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Решим каждую систему:

(1) [image: image12.png]o1
xzoo,
—x+2=2r+1



  (удовлетворяет условию)
(2) [image: image13.png]=1
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  (не удовлетворяет условию)

 Ответ: 
2-й способ

Установим, при каких значениях x модуль в левой части уравнения обращается в нуль: [image: image14.png]



Получим два промежутка, на каждом из которых решим данное уравнение 

                                        -                                   +

                                                               2                     х

В результате будем иметь совокупность смешанных систем:

[image: image15.png]. x =2 o x>2,
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Решая полученные системы, находим:

(1) [image: image16.png]


   (удовлетворяет условию)
(2) [image: image17.png]


 (не удовлетворяет условию)

Ответ: 

Решение при помощи зависимостей между числами a и b,
их модулями и квадратами этих чисел.

     Помимо приведенных мною выше способов существует определенная равносильность, между числами и модулями данных чисел, а также между квадратами и модулями данных чисел:

 a = b или a = -b ( |a|=|b|  (1)
 a = b или a = -b ( a2=b2  (2)
Отсюда в свою очередь получим, что 

 a2=b2 ( |a| = |b| 
Пример 4. Решим уравнение |x + 1|=|2x – 5| двумя различными способами.

1.Учитывая соотношение (1), получим: 

         x + 1 = 2x – 5 или x + 1 = -2x + 5

         x – 2x = -5 – 1       x + 2x = 5 – 1

         -x = -6                   3x = 4

                 x = 6                    x = 4/3

Корень первого уравнения x = 6, корень второго уравнения x = 4/3

Таким образом, корни исходного уравнения x1 = 6, x2 = 4/3

2. В силу соотношения (2), получим

(x + 1)2 = (2x – 5)2, или x2 + 2x + 1 = 4x2 – 20x + 25

x2 – 4x2 + 2x +1 + 20x – 25=0

-3x2 + 22x – 24 = 0 |(:-1)

3x2 – 22x + 24=0

 D = 484 – 288 = 196 > 0, => 2 р.д.к.
x1= (22 + 14)/6 = 6
x2= (22 – 14)/6 = 4/3
Как показывает решение, корнями данного уравнения также являются числа 4/3 и 6

Ответ: x1 = 6, x2 = 4/3.
Пример 5. Решим уравнение (2x + 3)2 = (x – 1)2.

Учитывая соотношение (2), получим, что |2x + 3|=|x – 1|, откуда по образцу предыдущего примера (и по соотношению (1)):

  2х + 3 = х – 1 или 2х + 3 = -х + 1

  2х – х = -1 – 3       2х+ х = 1 – 3

  х = -4                     х = -2/3.
Таким образом, корнями уравнения являются х1 = -4, и х2 = -2/3.
Ответ: х1 = -4, х2 = -2/3.
Пример 6. Решим уравнение |x – 6|=|x2 – 5x + 9|

Пользуясь соотношением (1), получим:

     х – 6=х2 – 5х + 9    или              х – 6 = -(х2 – 5х + 9)

    -х2 + 5х + х – 6 – 9=0 |(-1)          x – 6 = -x2 + 5x - 9

      x2 - 6x + 15 = 0                          x2 – 4x + 3=0

    D = 36 – 60 < корней нет.          D = 16 – 12 = 4 > 0, => 2 р.д.к.
                                                         x1=(4- 2) /2 =1

                                                         x2=(4 + 2) /2 =3 

  Ответ: x1 =1; x2 = 3.
Решение нестандартных уравнений, содержащих модули.
Пример 9.  Решить уравнение 3| x + 2 | + x2 + 6x + 2 = 0.

Решение. 

Рассмотрим два случая.

[image: image18.png]x+220, x2-2,
Dl v0x+8=0" |o=-Lx=

{x‘zw, {x(—&
Dlav32-4=0" |x=-tx=





Ответ: (– 4; – 1).

Пример10. Решить уравнение | 4 – x | + | (x – 1)(x – 3) | = 1.

Решение.

Учитывая, что | 4 – x | = | x – 4 |, рассмотрим четыре случая.
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так как [image: image20.png]



2)
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Ответ: 3.

Графический способ.

Построим графики функций y = |(x–1)(x–3)| и y=1–|x– 4|

1) y = |(x–1)(x–3)| подставим значение х =1 и х = 3. Мы получим у = 0, то есть пересечение графика с осью ОХ. При х равном нулю у = 3, то есть график пересекается с осью ОУ в точке (0;3). И при х = 4 у также равен 3.  Мы получили первый график.

2) y =1–|x–4 |. Найдем пересечение с осью ОХ, для этого решим простое уравнение:            1-| x-4|=0

   |x-4 |=1

   x – 4 =1 или x – 4 = -1

    x =5             x = 3.
Следовательно, данный график пересекает ось ОХ в точках 5 и 3.

При х = 4 у =1 и как видно из графика: графики обеих функций пересекаются в одной точке 3
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Ответ: 3

Пример11. Решить уравнение | x2 + 3x | = 2(x + 1).

Решение.

Уравнение равносильно системе
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Ответ: 

Пример 12. Решить уравнение 3│х + 2│- 8 – х = (√-х2 – 7х - 10)2. 

   Решение:

  Напишем равносильную смешанную систему:
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Ответ: х=-4

Решение уравнений, содержащих модули.

1.  Решить уравнение │3х - 6│= 3х – 6

      Решение:      │3х - 6│= 3х – 6  

                                3х – 6 ≥ 0


  3х ≥ 6

                                  х ≥ 2

  Ответ: х є [2;+∞)
2. Решить уравнение │1 – х2│= х2 – 1

      Решение:       │1 – х2│= х2 – 1

                              │х2 - 1│= х2 – 1 

                                 х2 – 1 ≥ 0

                                х ≥ 1,

                                х ≤ -1

Ответ: х є (-∞; -1] U [1; +∞)
3. Решить уравнение │2х│= х + 1

      Решение:   │2х│= х + 1

         - 2х – х – 1 = 0,           х = - 1
                                                      3,

           2х – х – 1 = 0.           х = 1.

Ответ: х = - 1          х = 1.

                     3,

4. Решить уравнение │х2 – 2х – 3│+│х + 1│

         Решение:   │х2 – 2х - 3│+│х + 1│ = 0

  Разложим квадратный трехчлен
                 х2 – 2х – 3 = (х - 3)(х + 1)

                 х2 – 2х -3 = 0 

         D = 4 + 12 = 16 > 0 , => 2 р.д.к.

                        х 1,2 = 2 ± 4 

                                     2

                       х1 = 3, х2 = -1         

       х + 1 = 0,                       х = -1,

      │х - 3│ + 1 = 0;           │х - 3│ = -1,   решений нет (по определению                                                                                                                      
                                                                                                             модуля)
Ответ: х = -1

 5. Решить уравнение │2х -1│= 5

    Решение:   

      1.   2х – 1 = 0,    х = 0,5

                  -                                +

      2.      


[image: image27] х                     

                                  0,5                     

      3.          (-∞; 0,5),            (-∞; 0,5),    

                  -2х + 1 = 5;          х = -2 є (-∞; 0,5),

                   

                   [0,5; +∞),
[0,5; +∞),
                   2х – 1 = 5.          х = 3 є [0,5; +∞),

Ответ: х = -2, х = 3
6. Решить уравнение │х + 2│= 0
       Решение:  │х + 2│= 0

                            х + 2 = 0

                            х = -2

Ответ: х = -2

7.  Решить уравнение │2х + 5│ = -1

      Решение: │2х + 5│= -1 , решений нет (по определению модуля)

Ответ: х =  Ø

8. Решить уравнение │х + 1│= 2х – 1

       Решение:

      1.   х + 1 = 0, х = -1

      2.
-                               +

                   


                        - 1                   х

     3.               (-∞; -1),
               (-∞; -1),

    -х – 1 = 2х – 1;
  х = 0 є (-∞; -1),


                       [ -1;+∞),                   [-1;+∞),
                       х + 1 = 2х – 1            х = 2 є [-1;+∞),

        Ответ: х = 2

9. Решить уравнение │2х - 1│=│х - 1│

      Решение:

      1.    2х – 1 = 0,        х – 1 = 0

               х = 0,5             х = 1

      2.     =                      ±                      ‡

             

                          0,5               1                х

      3.          (-∞; 0,5),
(-∞; 0,5),
                   -2х + 1 = -х + 1;           х = 0 є (-∞; 0,5),


                   [0,5; 1),
[0,5; 1),
                   2х – 1 = -х + 1;             х = 2  є [0,5; 1),

                                                               3
                   [1; +∞),                        [1; +∞),
                   2х – 1 = х – 1.                х = 0 є [1; +∞).

    Ответ: х = 0, х = 2/3.

10. Решить уравнение │х + 2│+│х - 4│= 5х – 20

       Решение:

  1.     х + 2 = 0,       х – 4 = 0,

          х = -2;           х = 4.

  2.            =                      ±                     ‡

                             -2                4                    х

  3.         

                  (-∞ ; -2),
                (-∞; -2),
                  - х – 2 – х + 4 = 5х – 20;          х = 22  є (-∞; -2), 

                                                                           7
                  [-2; 4),
             [-2; 4),
                  х + 2 – х + 4 = 5х – 20;            х = 5,2 є [-2; 4),

                  [4; +∞),
                 [4; +∞),
                  х + 2 + х – 4 = 5х – 20.              х = 6 є [4; +∞).

Ответ: х = 6

11. Решить уравнение │х - 2│+│х + 2│= 4

        Решение:

   1.    х – 2 = 0,      х + 2 = 0,

          х = 2;            х = -2.

   2.              =                     ±                  ‡



                              - 2                  2                х

   

  3.             (-∞; - 2),
(-∞; - 2),
                  - х + 2 – х – 2 = 4;           х = - 2 є (-∞; - 2),

                  [- 2; 2),
[- 2; 2),
                  - х + 2 + х + 2 = 4;         х – любое число, => [- 2; 2),


                  [2; +∞),
[2; +∞),
                  х – 2 + х + 2 = 4.           х = 2 є [2; +∞).

        {-2; 2} U [- 2; 2) = [- 2; 2]
  Ответ: х є [- 2; 2]

12.  Решить уравнение │2х - 3│ - │х│   = 5 
                                          │2 + 3х│+ х – 2
  Решение:

1.    2х – 3 = 0,                     2 + 3х = 0,

        х = 3;           х = 0;     х = - 2
              2
                     3
2.           



                             -2                    0                3                          х

                              3                                       2
 3.      

   1)

              -∞< х > -2                       -∞< х > -2      
                             3 ,                                    3,                  х ≠ - 2,
             - 2х + 3 + х__  = 5;              3 – х _   = 5;           х = - 23
            - 2 – 3х + х – 2                   - 4 – 2х                                9

 2)     

            - 2  ≤ х < 0,                              - 2  ≤ х < 0,
              3                                               3
            - 2х + 3 + х__  = 5;                   3 – х  = 5;             х = 1           

            2 + 3х + х – 2                               4х                            7 ,  решений нет


3)         0 ≤ х < 3
                               0 ≤ х < 3

                        2 ,                                              2             х ≠ 0,

            - 2х + 3 – х__  = 5;                   3 – 3х  = 5;         х =  _3_
             2 + 3х + х – 2                              4х                            23


4)           3  ≤ х < +∞,                          3  ≤ х < +∞,
              2 
2
           _  _2х – 3 – х__  = 5;                х – 3_  = 5;             х = - _3_

              2 + 3х + х – 2                           4х                                   19,  решений нет

Ответ:   х = - 23            х = _3_
                        9 ,                 23 .

13. Решить уравнение х2 + 1 + │х - 1│= 2│х│

        Решение:  х2 + 1 + │х - 1│= 2│х│

                          (│х│2 – 2│х│+ 1) +│х - 1│= 0
                          (│х│ - 1)2 +│х - 1│= 0

        

      │х│ - 1 = 0,

      │х - 1│ = 0.           х = 1.  

     Ответ: х = 1.

14. Решить уравнение √ │х2  + 14х + 47│- 1 = │х + 7│- 1 

      Решение:    √ │х2  + 14х + 47│- 1 = │х + 7│- 1

                            √│(х + 7)2 - 2│ - 2 = │х + 7│- 1

      Обозначим у = │х + 7│.
                           √│у2 - 2│- 1 = у – 1

       

│у2 - 2│ - 1 = (у – 1)2,           │у2 - 2│=(у – 1)2 + 1,       у2 – 2 = ±(у2 – 2у + 2),

 у – 1 ≥ 0;                                 у ≥ 1;                                у ≥ 1;


      2у = 4,                       у = 2,                      у = 2,

      2у2 – 2у = 0,             у (у – 1) = 0,            у = 1.

       у ≥ 1;                        у ≥ 1;

                                                                                  х = -  5,

   Тогда          │х + 7│= 2,          х + 7 = ± 2,          х = - 9,

                       │х + 7│= 1;          х + 7 = ± 1;          х = - 6,

                                                                                  х = - 8.

Ответ: х = - 9; - 8; - 6; - 5.

15. Найти сумму корней уравнения │х2 – 4х│= 5

     Решение:   │х2 – 4х│= 5

  

  х2 – 4х = 5,                     х2 – 4х – 5 = 0,               

  х2 – 4х = - 5;
                 х2 – 4х + 5 = 0.               

   х2 – 4х – 5 = 0
                                         х2 – 4х + 5 = 0.               
   D = 16 + 20 = 36 > 0, => 2 р. д. к.            D = 16 – 20 = - 4 < 0, корней нет 
   х1,2 = 4 ± 6 

                2

х1 = 5,   х2 = - 1

х1 + х2 = 5 + (- 1) = 5 – 1 = 4

Ответ: 4

16. Найти сумму корней уравнения │х2 + х│=│5 – 3х│

     Решение:   │х2 + х│=│5 – 3х│

                         ( х2 + х)2= (5 – 3х)2
                        ( х2 + х – 5 + 3х) (х2 + х +5 – 3х)= 0

 х2 + 4х – 5 = 0,

 х2 – 2х + 5 = 0.

х2 + 4х – 5 = 0                                             х2 – 2х + 5 = 0
D = 16 + 20 = 36 > 0, => 2 р.д.к.              D = 4 – 20 = - 16 < 0, корней нет
 х1,2 = - 4 ± 6_ 
                2

х1 = 1, х2 = -5

х1 + х2 = 1 + (- 5) = 1 – 5 = - 4

Ответ: - 4

17.  Найти произведение корней уравнения │3х2 – х│= 8 + х

       Решение: │3х2 – х│= 8 + х


   3х2 – х = 8 + х,                 3х2 – 2х – 8 = 0,         х1 = 2,  х2 = -4
   8 + х ≥ 0;                           х ≥ - 8;                       х ≥ - 8;           3

  

   3х2 – х = - 8 – х, 
3х2 + 8 = 0,                      решений нет

   8 + х ≥ 0.                           х ≥ - 8.

3х2 – 2х – 8 = 0                                       3х2 + 8 = 0,    

D = 4 + 96 = 100 > 0, => 2 р.д.к.           D < 0, => корней нет

  х1,2 = 2 ± 10 
               6

х1 = 2,  х2 = - 4

                       3

х1 ∙ х2 = 2 ∙ (- 4) = - 8
                       3        3

Ответ: - 8
               3  
18. Найти сумму корней уравнения │х + 3│+│2х - 1│= 8

       Решение: │х + 3│+│2х - 1│= 8

 1.    х + 3 = 0,        2х – 1 = 0,

        х = - 3;           х = 0,5.

  2.                         =                     ±                  ‡

           

    

                          - 3                 0,5                      х

 3.          (-∞; - 3),
    (-∞; - 3),

               - х – 3 – 2х + 1 = 8;                - 3х = 10;

              [- 3; 0,5),                                 [- 3; 0,5),

              х + 3 – 2х + 1 = 8;                     - х = 4;


              [0,5; +∞),
   [0,5; +∞),

              х + 3 + 2х – 1 = 8.                    3х = 6.
х1 + х2 = - 10 + 2 = - 4 

                  3              3

Ответ:  - 4 

                3

19. Найдите сумму корней уравнения │х2 + 3х│= 4 

        Решение:  │х2 + 3х│= 4 


     х2 + 3х = 4,

 х2 + 3х – 4 = 0,

     х2 + 3х = -4             х2 + 3х + 4 = 0

    х2 + 3х – 4 = 0                                             х2 + 3х + 4 = 0
    D = 9 + 16 = 25 > 0, => 2 р.д.к.                 D = 9 – 16 = - 7 < 0, => корней нет

    х12 = -3 ± 5  

                 2
   х1  = 1, х2 = -4.

   х1 + х2 = 1 + (-4) = -3


   Ответ: -3

20. Найдите среднее арифметическое всех корней уравнения │х2 – х – 1│= х2 + 2х + 1

          Решение: │х2 – х – 1│= х2 + 2х + 1

   

      х2 – х – 1 = х2 + 2х + 1,             - 3х = 2,                 х = - 2

      х2 – х – 1 = - х2 - 2х – 1               2х2 + х = 0                   3,

                                                                                        х = 0,

                                                                                        х = - 0,5                                                                                    

        2х2 + х = 0

        х (2х + 1) = 0

       х = 0    или  х = -0,5

- 2 + 0 – 1     - 7

  3          2   =   6   = - 7   ∙ 1  = -  7 

      3                3         6     3       18

Ответ: -  7 

              18                     

21. Найти сумму корней уравнения   _     5____  = │х│ + 2
                                                                3 - │х - 1│
         Решение:  

 1.   х – 1= 0,       х = 0

       х = 1.

 2.          =                       ±                  ‡

                 
 

           


                          0                    1                      х
  3. 

                   х < 0,

          1     _     5____  = - х + 2;
                   3 + х – 1
           

                 0 ≤ х < 1,

          2      _     5____  =  х + 2;
                    3 + х – 1

                   х ≥ 1,

          3    _     5____  =  х + 2;
                    3 - х + 1

1) 
2)

                5__  + х – 2 = 0                                     5__  - х – 2 = 0                     

             2 + х                                                       2 + х

  

  5 + 2х + х2 – 4 – 2х  = 0                                5 - 2х - х2 – 4 – 2х = 0,
               2 + х                                                  2 + х ≠ 0
                                                      
х2 + 1 = 0,    решений нет                              - х2 – 4х + 1 = 0,
2 + х ≠ 0.                                                           х ≠ - 2

                                                                       D = 16 + 4 = 20 > 0, => 2 р.д.к.
                                                                       х12 = 4 ± 2√5 
                                                                                   - 2
                                                                      х12 = - 2 ± √5
                                                                      х1 = - 2 + √5 є

                                                                      х2 = - 2 - √5 є       

3)
            5__  - х – 2 = 0

         4 - х

   5 – 4х + х2 – 8 + 2х = 0,                  х2 – 2х – 3 = 0,

   4 – х ≠ 0;                                          х ≠ 4

                                                         D = 4 + 12 = 16 > 0, => 2 р.д.к.

                                                           х12 = 2 ± 4 

                                                                       2
                                                           х1 = 3 є
                                                           х2 = - 1 є
3 – 2 + √5 = √5 + 1

Ответ: √5 + 1


22. Решить систему уравнений         √ х2 + 2х – 3 - │ 3у - 1│= 0, 

                                                              4 √ 9у2 – 6у + 1 + √ х2 – 4х + 3 = 0.

    Решение:          √ х2 + 2х – 3 - │ 3у - 1│= 0, 

                               4 √ 9у2 – 6у + 1 + √ х2 – 4х + 3 = 0.


                               9у2 – 6у + 1 = 0,

                               х2 – 4х + 3 = 0,

                               √ х2 + 2х – 3 = │ 3у - 1│;

   

   ( 3у – 1)2 = 0,                                  у = 1

   ( х - 3)(х – 1)= 0,                                    3

    √ х2 + 2х – 3 =│ 3у - 1│                х = 1.

Ответ: х = 1, у = 1                                        

                             3.

23.Ришить уравнение │2х│= х + 1


       Решение:     - 2х – х – 1 = 0,

                               2х – х – 1 = 0.

                               х = - 1

                                        3,

                               х = 1.

Ответ: х = - 1    х = 1.

                     3,

   24. Решить уравнение ││14 х - 7│-│х - 4││=│х + 3│
                                             (х+3)(х-4)     х + 3          х – 4
           Решение: 


           1)  ││14 х - 7│-│х - 4││=│х + 3│
                    (х+3)(х-4)     х + 3          х – 4

           2)  ││14 х - 7│-│х - 4││= -│х + 3│
                   (х+3)(х-4)     х + 3             х – 4

   Найдем модульные нули.

 1) │14х - 7│ = 0     х ≠ -3
     (х+3)(х-4)            х ≠ 4
    14х – 7 = 0, х = 1
                               2

  2) │х - 4│= 0,     х = 4,
        х + 3              х ≠ -3
  3) │х + 3│= 0,     х = -3

        х – 4               х ≠ 4.


                   (1)           -3    (2)        1    (3)      4       (4)                        х
                                                       2

       Рассмотрим 1 участок

     - (14х - 7) – х – 4  - х + 3  = 0

      (х+3)(х-4)   х + 3   х – 4

     7х – 14 – (х – 4)2 – (х + 3)2  = 0

           (х + 3)(х – 4)

     7 – 14х – х2 + 8х – 16 – х2 – 6х – 9 = 0

          -2х 2 – 12х – 18 = 0   / : (-2)

             х2 + 6х + 9 = 0

           (х + 3)2 = 0

             х = - 3 (не берем)  х є (- ∞; - 3)
 Рассмотрим 2 участок.
     14х – 7 + х – 4 + х + 3 = 0

  (х-4)(х+3)   х +3   х – 4

     14х – 7 + х2 – 8х + 16 + х2 + 6х + 9 = 0

              2х2 + 12х + 18 = 0 / : 2

              х2 + 6х + 9 = 0

                х = -3 (не берем)

    Рассмотрим 3 участок.
      7 – 14х  - х – 4 + х + 3 = 0

   (х-4)(х+3)  х + 3    х – 4

    7 – 14х – х2 + 8х – 16 + х2 + 6х + 9 = 0

         12х = 0,   х = 0.

   Рассмотрим 4 участок.

     14х – 7  - х – 4 – х + 3 = 0

  (х-4)(х+3)   х + 3   х – 4

     14х – 7 – х2 + 8х – 16 – х2 – 6х – 9 = 0

             - 2х2 + 16х – 32 = 0 / : (-2)
              х2 – 8х + 16 = 0

              (х – 4)2 = 0

                 х = 4 (не берем)

(2)     ││14 х - 7│-│х - 4││= -│х + 3│
             (х+3)(х-4)     х + 3             х – 4

    Рассмотрим 1 участок.

          7 – 14х  - х – 4 + х + 3 = 0

       (х-4)(х+3)  х + 3    х – 4 

    Рассмотрим 2 участок.

        14х – 7  + х – 4  - х + 3  = 0

     (х+3)(х-4)  х + 3     х – 4

        14х – 7 + х2 – 8х + 16 – х2 – 6х – 9 = 0

                   0 = 0 ,  х є (-3; 1]
                                             2

    Рассмотрим 3 участок.

        14х – 7  + х – 4 – х + 3 = 0

     (х+3)(х-4)   х + 3   х – 4

      7 – 14х + х2 – 8х + 16 – х2 – 6х – 9 = 0

            -28 х = -14

              х = 1
                    2

    Рассмотрим 4 участок.

         14х – 7  - х – 4 + х + 3  = 0

       (х+3)(х-4) х + 3     х – 4

              х = 0

Ответ: х є (-∞; -3)U(-3; 1]
                                            2
Решение неравенств, содержащих модуль.

1. Решить неравенство │х + 2 │≤ 5 
     Решение:    │х + 2 │≤ 5

   1.  х + 2 = 0, х = -2.

  2.                     -                            +


                                     -2                                 х
  3. 

                 х є (-∞; - 2),                 х є (-∞; - 2),
               - х – 2 ≤ 5;                         х ≥ - 7;

  

                 х є [- 2; + ∞),                 х є [- 2; + ∞),

                 х + 2 ≤ 5.                          х ≤ 3.

 4. 
           
                   - 7                 - 2                 7                  х  є   [- 7; - 2)

                          - 2                      3                           х  є    (- 2; 3]



      - 7                 - 2                  3               х  є   [- 7; 3]
Ответ: х є [- 7; 3]

2. Решить неравенство │3х - 2│> 7

         Решение: │3х - 2│> 7

      1.    3х – 2 = 7,    х = 2

                                         3

      2.                 -                                 +

                


                          2                                х


                   3

       3. 

                        х є (- ∞; 2),                                         х є (- ∞; 2),                   


        3                                                            
                       - 3х + 2 > 7;                                          х < - 5;

3

                         х є [2; + ∞),
х є [2; + ∞),

                                     3                                                       3

                        3х – 2 > 7.                                             х > 3.

       4.

                      

                                  - 5 
2                  х     (- ∞; - 5)

                          3                   3                                     3

                 

                                  2                      3                    х          (3; + ∞)
                                  3

                     

                                 - 5                      3                 х            (- ∞; - 5)U(3; + ∞)
                                    3                                                                   3

Ответ: х є (- ∞; - 5)U(3; + ∞)

                                3                                                               
   3. Решить неравенство │3х + 61│< -1
           Решение: │3х + 61│< -1, решений не имеет (по опред. модуля)

      Ответ: решений нет.

4. Решить неравенство │2х – 4│< х – 1

          Решение:  │2х – 4│< х – 1

      1.  2х – 4 = 0,    х = 2.

      2.                       -                                 +

               

                                                                        
                                           2                             х
 3.

                         х є (-∞; 2),
                х є (-∞; 2),

                        -2х + 4 < х – 1;                х > 5;
                                                                        3

                         х є [2; +∞),
               х є [2; +∞),

                         2х – 4 < х – 1.                  х < 3.

      4.

                  

                              5                   2                      х           (5; 2)
                              3                                                            3

                             2                     3                   х            [2; 3)
                              
                         5                   2               3            х           (5; 3)
                         3                                                                  3
   Ответ:  х є (5; 3)
                         3                                                           

  5.  Решить неравенство │х + 2│+│х - 2│< 6
           Решение:  │х + 2│+│х - 2│< 6

1.   х + 2 = 0,       х – 2 = 0,

          х = -2;           х = 2.

         =                      ±                     ‡ 

            


                    - 2                 2                         х
   2.

                   х є (- ∞; -2),                            х є (- ∞; -2),

                   - х – 2 – х + 2 < 6;                   х > - 3;


                  х є [- 2; 2),                              х є [- 2; 2),
                

                  х + 2 – х + 2 < 6;                       4 < 6 ,             => [- 2; 2)

                  х є [2; +∞),                            х є [2; +∞),

                  х + 2 + х – 2 < 6.                      х < 3 .

     3.
          

                          -3                   -2                        х               (- 3; - 2)


                             2                       3                   х                (2; 3)

  - 3              -2             2             3                 х      (-3;-2]U[-2;2)U[2;3)

Ответ: х є (-3; -2]U[-2; 2)U[2; 3)
6. Решить неравенство |х - 2|³ + |х - 2| ‹ 0
        Решение: |х - 2|³ + |х - 2| ‹ 0

1. |х - 2| = t,  t ≥ 0.

2.      

                 t³ + t › 2,       t³ + t – 2 › 0,        ( t – 1)( t² + t + 2) › 0,

       t ≥ 0.            t ≥ 0.                      t ≥ 0.                

               
                 t – 1 › 0,        t › 1,                           t² + t + 2 = 0

                 t ≥ 0.             t ≥ 0.                            D = -7 ‹ 0, корней нет

  3.   │х - 2| > 1

          х – 2 > 1;          х > 3,

          х – 2 < -1.         х < 1.


                 1                    3                      х        (-∞; 1)U(3; +∞)
  Ответ: х є (-∞; 1)U(3; +∞)

  7. Найти число целых решений неравенств │х2 + х│≤ 2.

         Решение: 

                              │х2 + х│≤ 2

                             -2≤ х2 +х ≤ 2


   х2 + х – 2 ≤ 0,        -2 ≤ х ≤ 2,

   х2 + х + 2 ≥ 0.         решений нет

   х2 + х – 2 = 0                                       х2 + х + 2 = 0
   D = 1 + 8 = 9 > 0, => 2 р.д.к.              D= 1 – 8 = - 7< 0, корней нет.
   х12 = - 1 ±3 
                2
   х1 = 1, х2 = -2.

   - 2, - 1, 0, 1.

  Ответ: 4

    8. Найти число целых решений неравенство │2х - 7│≤│х - 3│

            Решение: 

                                │2х - 7│≤│х - 3│

                                (2х - 7)2 ≤ (х - 3)2
                            4х2 – 28х + 49 ≤ х2 – 6х + 9

                            3х2 – 22х + 40 ≤ 0.

                            3х2 – 22х + 40 = 0

                            D = 484 – 480 = 4 >0, => 2 р.д.к.

                             х12 = 22 ± 2

                                          6

                             х1 = 4, х2 = 10
                                                 3

      +                           -                        +


                         10               4                      х

                          3

      х є [10; 4]
              3
  Ответ: 1

    9. Найти сумму всех целых решений неравенства │х - 7│> х2 – 7х + 12
           Решение:

        │х - 7│> х2 – 7х + 12


           х – 7 > х2 – 7х + 12,           - х2 + 8х – 19 > 0,        х2 – 8х + 19 < 0,

           х – 7 < - х2 + 7х – 12.          х2 – 6х + 5 < 0.          х2 – 6х + 5 < 0.

    х2 – 8х + 19 = 0                                               х2 – 6х + 5 = 0

   D =  64 – 76 = - 12 < 0, корней нет.               D = 36 – 20 = 16 > 0, => 2    р.д.к.

                                                                                           х12 = 6 ± 4
                                                                                                       2
                                                                                            х1 = 5, х2 = 1.

      +                           -                        +

                                                                                                    

                       1                    5                           х
     х є (1; 5)
   2 + 3 + 4 = 9

Ответ: 9

 10. Найдите сумму всех целых решений неравенства ││х +1│- 1│< 1
           Решение: 

                                  ││х +1│- 1│< 1

                               -1 <│х +1│- 1< 1  / +1

                                   0<│х +1│< 2.


       │х +1│< 2,        -2< х + 1< 2,  / (-1)         -3< х < 1,

       │х +1│> 0;         х ≠ - 1.                              х ≠ -1.

                     -3                            1               х
         х є (- 3; - 1)U(-1; 1)

   Ответ: - 2

Решение тригонометрических уравнений,

содержащих модули.

1. Решить уравнение │cos x│= 2 cos x - √3 sin x
          Решение: 

                          cos x,  cos x > 0,     

   │cos x│ = 

                          - cos x, cos x < 0.


        1     cos x ≥ 0,

              cos x = 2cos x - √3 sin x,

        2     cos x < 0,

             - cos x = 2cos x - √3 sin x.

   1)    2 cos x – cos x - √3 sin x = 0
          cos x - √3 sin x = 0  / : cos x

          1 - √3 tg x = 0

           tg x  = √3 

                        3
      x = π + πk, k є z   

            6
     k = 0,  x = π  є
                      6
     k = 1,  x = π  + π = 7π   є

                      6             6

     k = 2,  x = π  + 2π = 13π  є

                      6                6

     k = -1,  x = π  - π = -5π  є

                        6             6

     x = π  + 2πk, k є z.

           6

 2)   - cos x = 2cos x - √3 sin x

       2 cos x + cos x - √3 sin x = 0

       3 cos x - √3 sin x = 0  / : cos x

       3 - √3 tg x = 0

       tg x = √3

       x = π + πk, k є z.                                            

             3

       k = 0,   x = π   є
                         3

      k = 1,   x = π  + π = 4π   є

                         3            3

      k = 2,   x = π +  2π = 7π   є
                         3              3

      k = 3,   x =  π + 3π = 10π  є

                         3               3
   x = 4π  + 2πk, k є z.

           3
  Ответ: x = π  + 2πk;      x = 4π  + 2πk, k є z.

                    6                            3

   2.  Решить уравнение │sin x – cos x │= 1
          Решение:   │sin x – cos x │= 1

                             │sin x – cos x│2 = 1

                             (sin x – cos x )2 = 1

                      sin2 x – 2 sin x cos x + cos2 x – cos2 x – sin2 x = 0

                       - 2sin x cos x = 0

                        - sin 2x = 0

                           sin 2x = 0

                         2x = πk  / : 2

                         x = πk , k є z 

                                2

 Ответ: x = πk , k є z 

                    2
   3. Решить уравнение │x cos x – 2cos x│=│x - 2│.

          Решение:  │x cos x – 2cos x│=│x - 2│

                            │x - 2││cos x│-│x- 2│= 0

                            │x - 2││cos x│- 1│ = 0

                        │x - 2│= 0       или        │cos x│= 1 / 2  

                          x = 2                                cos2 x – 1 = 0

                                                                   sin x = 0
                                                                    x = πk , k є z.
 Ответ:  х = 2,  x = πk , k є z.

  4.  Решить уравнение │sin x + cos x│= 2│sin x – 0,5cos x│
            Решение:   │sin x + cos x│= 2│sin x – 0,5cos x│

    1. sin x + cos x = -2 sin x + cos x

    2. sin x + cos x = 2sin x – cos x

         1. sin x + cos x + 2sin x – cos x = 0

                3sin x = 0

                 sin x = 0

               x = πk, k є z.

         2. sin x + cos x – 2sin x + cos x = 0

               2cos x – sin x = 0 / : cos x

               2 – tg x = 0

                tg x = 2

               x = arctg 2 + πk,  k є z.

Ответ:  x = πk,  x = arctg 2 + πk,  k є z.
  5.  Решить уравнение  │sin 2x│= cos x
         Решение: │sin 2x│= cos x

     1       sin 2x ≥ 0,

             sin 2x – cos x = 0;

     2       sin 2x < 0,

              - sin 2x – cos x = 0.
     1.  sin 2x – cos x = 0

          2 sin x cos x – cos x = 0

          cos x ( 2 sin x – 1 ) = 0

         cos x = 0                  2 sin x = 1

         x = π + πk, kєz        sin x = 1

               2                                    2
                                         x = (-1)k π + πk

                                                       6

                                  2πk ≤ 2x ≤ π + 2πk / · 1
                                                                      2

                                     πk ≤ x ≤ π + πk

                                                   2
                                     k = 0,  x = π  є

                                                      6
                                        k = 1,  x = - π + π = 5π  є

                                                            6           6
                                        k = 2,  x = π + 2π = 13π  є

                                                         6               6
                                         x = π + 2πk
                                               6
    2.  – sin 2x – cos x = 0

         - 2sin x cos x – cos x = 0

         cos x ( - 2sin x – 1 ) = 0

        cos x = 0               - 2sin x = 1

       x = π + 2πk               sin x = - 1
             2                                        2
                                       x = (-1)k + 1 π +πk,  kєz.

                                                          6
                                    -π + 2πk < 2x < 2πk /· 1
                                                                        2

                                       -π + πk < x < πk

                                         2
                                     k = 0,  x = - π  є
                                                         6
                                     k = 1,  x = π + π = 7π  є
                                                      6            6
                                     k = 2,  x = -π + 2π = 11π  є
                                                        6              6
                                     x = - π  + 2πk, k є z.

                                             6
  Ответ:   x = π + 2πk,    x = ± π  + 2πk, k є z.

                      2                         6

   6.  Решить уравнение 3 tg x = √3│sin x│                                    

           Решение:   3 tg x = √3│sin x│        


          1    sin x ≥ 0,

                3 tg x = √3 sin x;

          2    sin x < 0,

                3 tg x = - √3 sin x..                            

       1.  3 tg x = √3 sin x

            3 sin x - √3 sin x = 0

               cos x

            3 sin x - √3 sin x cos x = 0

            cos x ≠ 0.
         3 sin x - √3 sin x cos x = 0

         sin x ( 3 - √3 cos x ) = 0
        sin x = 0              3 - √3 cos x = 0

       x = πk,  k є z         - √3 cos x = -3

                                         cos x = √3 ,  решений нет.
   2.  3 tg x = -√3 sin x
         3 sin x + √3 sin x = 0

            cos x

     
         3 sin x + √3 sin x cos x = 0

          cos x ≠ 0. 

         3 sin x + √3 sin x cos x = 0

           sin x ( 3 + √3 cos x ) = 0

          sin x = 0                 √3 cos x = -3

          x = πk, k є z            cos x = - √3,  решений нет.

   Ответ:  x = πk, k є z.    
    7. Решить уравнение │sin x - √2│= cos x - √2     
                                                       2                    2

                Решение:    │sin x - √2│= cos x - √2     

                                                   2                    2
                 1    sin x ≥ √2

                                    2,

                       sin x – cos x = 0;

                 2    sin x < √2
                                    2,

                    sin x + cos x - √2 = 0.

     1)  sin x – cos x = 0 / : cos x

           tg x = 1

         x = π + πk

               4

        x  = π + 2πk

               4

     2)  sin x + cos x - √2 = 0 / : √2

           √2 sin x + √2 cos x = 1

             2              2

           cos ( x – π ) = 1

                         4

           x – π = 2πk

                 4

           x = π + 2πk, k є z.

                 4

    Ответ:  x = π + 2πk, k є z.

                       4

  8. Решить уравнение │tg x│+│sin x│=│sin x│3
          Решение:  │tg x│+│sin x│=│sin x│3
                        │sin x│  + │sin x│-│sin x│3 = 0

                        │cos x│
                          │sin x││__1__ + cos2 x│= 0

                                        │cos x│

      │sin x│= 0                            __1__  + cos2 x = 0
        sin x = 0                             │cos x│                     решений нет.

        x = πk, k є z                                                      

    Ответ:    x = πk, k є z                                                    
Построение графиков функций и уравнений,

содержащие модуль.

 I. построение графиков функций вида   y = │f (x)│

      1).  Построить график функции y = │x - 2│
          y = │x - 2│ получен из y =│x│ путём параллельного переноса вдоль   оси ОХ  на 2 единицы вправо

	x
	-3
	-2
	-1
	0
	1
	2
	3

	y
	3
	2
	1
	0
	1
	2
	3



y

y = │x│

[image: image28]
 II. построение графиков функций вида  
      f (x) = │k1x + b1│+│k2x + b2│+...+│kn + bn│
        1.  построить график функции  y = │x - 1│+│x + 2│

                1).      x – 1 = 0,          x + 2 = 0.

                          x = 1                 x = - 2

                2).  

                   =                          ±                       ‡


                                  -2                  1                       x

            3).           x є (- ∞; - 2],
                           y = - x + 1 – x – 2;        y = - 2x - 1

                            x є ( - 2 ; 1 ],

                             y = - x + 1 + x + 2;      y = 3

                             x є ( 1 ; +∞ ),

                             y = x – 1 + x + 2.         y = 2x - 1

              4).  
                   y = - 2x – 1                       y = 2x - 1

	x
	1
	2
	3

	y
	1
	3
	5

	x
	-3
	-2
	-1

	y
	5
	3
	1


             
[image: image29]
     2.   построить график функции  y = │2x - 4│-│x + 1│
              1). Найдём абсциссы точек излома графика

                       2x – 4 = 0                         x + 1 = 0

                      y (2) = -3                          y (-1) = 6

              2). Найдём дополнительные точки

                     y (3) = -2,       y (-2) = 7.

          3. 

                         
       
y

y = │2x - 4│-│x + 1│

6

                                                                    -1
 1 
x
                                                                   -3

[image: image30]
        III.  построение графиков функций вида y = f (│x│)

               1). Построим график функции y = sin x
                   y = sin x
	x
	π
6
	π
2
	π
	0

	y
	1
2
	1
	0
	0


              2). Отобразим построенную часть
         y
   y = sin │x│

                                                                                                                      x

      IV.  построение графиков функций вида y = │f (│x│)│
             1. построить график функции y = │x2 - 6│x│+ 8│

                                                              y

y = │x2 - 6│x│+ 8│
                                                                        8

                                            
                                           -4             -2               2             4                          x
          V. построение некоторых других графиков функций, содержащих знак модуля
                1.  построить график функции f (x) = x│x - 3│

                                   x2 – 3x,  x ≥ 3;
                     f (x) = 
                                   -x2 + 3x,  x < 3.
                                                                         y



                                                                                                                                     x

           2.  построить график функции  f (x) = 2x │x - 2│
                                                                                   x – 2

                1).  x > 2,     то f (x) = 2x
                2).  x < 2,     то f (x) = -2x
                3).  x ≠ 2.

                   y = 2x                                y = - 2x

	x
	1
	2

	y
	-2
	-4

	x
	1
	2

	y
	2
	4




y

4
     
                                                                    2                                              x
                                                    -4

      3. построить график функции y = sin │x│
                                                                    sin x

   1).  x ≠ πk, k є z.
                  2).  x > 0,   y = sin x  = 1

                                           sin x
                  3).  x < 0,   y = sin (-x)  = -1
                                            sin x 
                                                                          y

1

             -3π           -2π          -π                       π              2π          3π
x

 -1
            4.  построить график функции  y = 2│x│
                   1).  x ≥ 0,       y = 2x 
	x
	0
	1
	2
	3

	y
	1
	2
	4
	8


                    2). x < 0,      y = 0,5x
	x
	0
	1
	2

	y
	1
	0,5
	2,5



                                                                          y

                                                                                                                           x
           5.  построить график уравнения │y│= sin x
                        y = sin x,                y = - sin x,
                        y ≥ 0,                     y ≤ 0,
                        sin x ≥ 0.                sin x ≥ 0.
                                x є [ 2πn; π +2πn ],  n є z.

y



x
           6.  построить график уравнения │y - 1│= x + 1
               1). если y ≥ 1,  то y – 1 = x + 1,    y = x + 2 ,  x ≥ - 1;
               2). Если у < 1,  то у – 1 = - х – 1,  у = - х, х ≥ -1.

у

1


-1                                                                      х
                VII.  построение графиков уравнений вида │y│=│f (x)│
                 1. построить график уравнения │y│=│x - 1│
                      1). Построим график функции у = х - 1
                      2). Построим симметричный ему график относительно оси Ох
                                                                          у



1



1
х
Решение логарифмических выражений,
содержащих модуль.
        1. Решить уравнение │log2(2x + 7)│= log2(1 +│x + 3│)+ log2(1 -│x + 3│)
                   Решение:   │log2(2x + 7)│= log2(1 +│x + 3│)+ log2(1 -│x + 3│)

                                       │log2( 2x + 7)│= log2( 1 – ( x + 3)2)


                                         log2( 2x + 7) = 0,
                                         log2( 1 – (x + 3)2) = 0.
          ( так как │log2(2x + 7)│≥ 0 ≥ log2(1 – (x + 3)2)


                                         2x + 7 = 1,
                                          x + 3 = 0.
                                          x = -3.
      Ответ: х = -3
       2.  Найти наибольший корень уравнения  1 log5(x + 5)5 – 2 log5│x + 5│= 1

                                                                              2
                         Решение:   1 log5(x + 5)5 – 2 log5│x + 5│= 1

                                            2

                                            1 ∙ 2 log5│x + 5│- 2 log5│x + 5│ = 1
                                            2
                                           - log5│x + 5│= 1
                                            log5│x + 5│ = - 1

                                            │x + 5│= 1
                                                             5

                                        x = - 4,8.

                                        x = - 5,2

         Таким образом, наибольший корень данного уравнения равен – 4,8.

  Ответ:  - 4,8

3. Решить неравенство (x + 8) ∙│log2x – 3 (x2 – 4x + 4)│≥9│log2x – 3 (x2 – 4x + 4)│
                                               x                 2                                                                     2
                 Решение: 
             Решаем исходное неравенство при условиях


                        2х - 3 > 0,         х > 3
                            2                          2,
                        2х – 3 ≠ 1,         х ≠ 2,
                            2    
                         х ≠ 2,                х ≠ 5
                         х ≠ 0.                       2
              Рассмотрим два случая.
          1).   log2x – 3 (x2 – 4x + 4) = 0

                         2      
                 │x - 2│= 1          x = 1,

                                              x = 3.
              Решение является х = 3.
          2). │log2x – 3 (x 2 – 4x + 4)│> 0
                          2
              Тогда х + 8 ≥ 9  и поскольку х > 3 > 0, то х2 – 9х + 8 ≥ 0,  откуда х ≥ 8.

                               х                                     2
         Ответ: {3}U[8; +∞).
      4. Решить уравнение logπ│x2 - 1│= log√π│x│

                Решение:      logπ│x2 - 1│= log√π│x│

                                     logπ│x2 - 1│= 21 logπ│x│
                                     │x2 - 1│=│x│2 > 0
                                       │x2 - 1│=│x2 - 0│
                                       x2 = 1
                                              2
                                       x1,2 = ± 1
                                                   √2
       Ответ:  x  = ± 1
                              √ 2
Нахождение наибольшего и наименьшего значения
с элементами модуля.
     1.  Найдите наибольшее значение функции f (x) = │√1 – х2 - 2│+√1 – х2 + х3 – 3х2
                   Решение:  
 1). Область определения данной функции совпадает с множеством решений неравенства 1 – х2 ≥ 0. Поскольку 1 – х2 ≥, то -1 ≤ х ≤ 1, получаем D (f) = [-1;1].                   На этом множестве √1 – х2 – 2 < 0, откуда │√1 – х2 - 2│= 2 -√1 – х2, т.е. │√1 – х2 - 2│ +      + √1 – х2 + х3 – 3х = х3 – 3х2 + 2.

 2). Найдем наибольшее значение функции f (x) = х3 – 3х2 + 2 на отрезке [-1;1]
                                        f' (x)= 3x2 – 6x;
                                   f' (x) = 0,  3x2 – 6x = 0.
                                            x = 0,
                                            x = 2.
            Далее имеем: 2 є [-1;1]; f (-1) = -2; f (0) = 2;  f (1) = 0.
            Таким образом, max f = 2.
         Ответ: 2
2. Найдите наибольшее значение функции 
    f (x) = │√4 – x2 - 5│+ √4 – x2 + x4 + 4x3.

           Решение: 

      Функция f (x) определена только при 4 – х2 ≥ 0, -2 ≤ х ≤ 2.

      При этих значениях х выполняется неравенство √4 – x2 ≤ 2, следовательно, 

      √4 – x2 – 5 ≤ 0, поэтому │√4 – х2 - 5│= 5 - √4 – х2.

      При этом данная функция принимает вид: f (x)  = x4 + 4x3 + 5. Итак, надо найти наибольшее значение функции  f (x)  = x4 + 4x3 + 5, заданной на отрезке [-2;2].

     Чтобы найти наименьшее или наибольшее значения непрерывной функции f на отрезке [a;b], надо найти значения функции на концах отрезка f (a) и f (b), значения функции в точках интервала (a;b), где её производная равна нулю или не существует, и из всех этих значений выбрать наименьшее или наибольшее.
      Найдем производную f ' (x) = 4x3 + 12x2. Определим стационарные точки.
                                        4х3 + 12х2 = 0
                                        4х2(х + 3)= 0
                                         х = 0,
                                         х = -3.
      Число -3 не принадлежит отрезку [-2;2]. Поэтому вычислим значения функции только в трех точках: f (0) = 5;  f (-2) = -11;   f (2) = 53.
      Наибольшее значение равно 53.

        Ответ: 53.

 3. Укажите наибольшее целое число, которое не входит в область определения функции  y = ln (│3 – 4x│- 36).
          Решение:  Так как логарифм определен только для положительных чисел, то для чисел, не входящих в область определения, выражение под знаком логарифма неположительное: 
                             │3 – 4x│- 36 ≤ 0, │3 – 4x│≤ 36, │x - 3│≤ 9
                                                                                            4
                                   9                            9
 
                                                   0       3                         x     
                                                            4
   Используем геометрический смысл модуля: │a - b│ - это расстояние между точками a и b на числовой прямой. Значит, точка х удалена от точки 0,75 на расстояние не большее, чем 9, то есть – 9 + 3 ≤ х ≤ 9 + 3      - 8 1 ≤ х ≤ 9 3
                                                                           4                 4,          4              4.
    Наибольшее целое число в этом промежутке равно 9.
   Ответ: 9.
Различные виды задании, содержащих модуль.
   1. Найдите все значения х, при каждом из которых расстояние между соответствующими точками графиков функций f (x) = log9 (8x – 7) и         g (x) = 2,5  меньше чем 0,5.
        Решение:  
       Построим в одной системе координат графики функций                                     f (x) = log9 (8x – 7) и  g (x) = 2,5 . 
         Найдем, при каких значениях х расстояние между соответствующими точками графиков функций  f (x) = log9 (8x – 7) и  g (x) = 2,5  равно 0,5. 
                                       log9 (8x – 7) или g (x) = 2,5
                            log9 (8x – 7) = 3  или  log9 (8x – 7) = 2
                                     8x – 7 = 93  или  8x – 7 = 92
                                          8x = 736 или 8x = 88
                                              x = 92 или  x = 11
         Ответ: x = 92,  x = 11.
     2. Найдите значение выражения (√2 - √5)√7 + 2√10.
                Решение: 
          В данном случае сразу заметим, что (√2 - √5)2 = 7 - 2√10

          Сопоставим это с соотношением  (7 - 2√10)(7 + 2√10) = 9.
                    √х2 =│х│,  но при х < 0  запишем в виде х = -√х2.         
         (√2 - √5)√7 + 2√10 = - √(√2 - √5)2 √7 + 2√10 = - √(7 - 2√10)(7 + 2√10) = -3

           Ответ: -3

     3. Найдите значение выражения √а - 6√а – 9 + √а + 6√а – 9.

                  Решение:

     Представим данные подкоренные выражения в виде полных квадратов:

            √а - 6√а – 9 + √а + 6√а – 9 = √а – 9 - 6√а – 9 + 9 + √а – 9 + 6√а – 9 + 9 =                       √(√а – 9 – 3)2 +  √(√а – 9 + 3)2 = │√а – 9 - 3│+│√а – 9 + 3│.
         При а = 9,999   √а – 9 – 3 < 0 и поэтому
           │√а – 9 - 3│= 3 - √а – 9,  √а – 9 + 3 > 0 и поэтому
           │√а – 9 + 3│= √а – 9 + 3.
          Таким образом,  √а - 6√а – 9 + √а + 6√а – 9 = 3 - √а – 9 + √а – 9 + 3 = 6.
           Ответ: 6

   4.  Найдите все х, при которых хотя бы одно из двух выражений                                          │х - 3│(│х – 5│-│х - 3│) – 6х и │х│(│х│-│х - 8│) + 24  неположительное  и при этом его модуль не меньше модуля другого.

                  Решение:

           Т.к. сумма двух данных выражений неположительная, то

         (│х - 3│(│х - 5│-│х - 3│- 6х) + (│х│(│х│-│х - 8│ + 24 ≤ 0

         │х2 – 8х + │5│- (х2 – 6х + 9) – 6х + х2 - │х2 – 8х│+ 24 ≤ 0

          │у│ ≤ │у - 15│ - 15,  где  у = х2 – 8х + 15,   у ≤ 0.  

           т.к. расстояние от точки у до точки О должно быть как минимум на 15 меньше, чем до точки 15.

                                                               │у - 15│

                                                   у              0                                               у
                                                       │у│
            х2  - 8х + 15 ≤ 0
            х2 – 8х + 15 = 0
            D = 64 – 60 = 4 > 0,  => 2 р.д.к.
             х1 = 8 – 2 = 3
                       2
             х2 = 8 + 2 = 5
                       2
              3 ≤ х ≤ 5.
   Ответ:    3 ≤ х ≤ 5
Приложение.
  1. Найдите произведение корней уравнения х2 + 3х + │х + 3│= 0

       Ответ: 3

3. Найдите среднее арифметическое всех корней уравнения 
      │х - 1│+ 2│х + 3│ = 5

       Ответ: - 8
                     3

4. Найдите среднее арифметическое всех корней уравнения 
     ││3х - 1│- 3│ = 2

       Ответ: 1
                   3

  4. Найдите произведение корней уравнения │2х - 1│+│х + 1│ = 2х + 1

       Ответ: 1
                   3

  5. Решите неравенство │2 sin x - 1│≤│sin x │

       Ответ: [arcsin 1 + 2πk; π – arcsin 1  + 2πk],  k є z.

                               3                              3

  6. Решить неравенство │х - √х – 1 - 1│≥ х - 2

       Ответ: [1; 2]
  7. Решить неравенство │2х - 6│+│4 - х│≤│х - 2│

       Ответ: [3; 4]
  8. Решить неравенство √х2 – 3х ≥│х - 4│+│х - 3│
       Ответ: [3 + √13;  25 + √37]
                          2                 6

9. Найдите наибольшее значение функции  
     f (x) = √9 – x2  - 2x3 – 12x2 + │√9 – x2 - 4│
       Ответ: 4
 10. Найдите наименьшее значение функции  

        f (x) = │√4x – x2  - 8│+ √4x – x2 – 2x3 + 3x2
        Ответ: - 72
  11. Найдите наибольшее значение функции 
         f (x) = │√-x2 + 25 - 7│+ √-x2 + 25 – x4 + 8x3
          Ответ: 382

  12. Найдите наибольшее значение функции 
         f (x) = 4√16 – x2 + │4√16 – x2 - 3│+ x5 – 6x4
         Ответ: 3

 13. Найдите наибольшее значение функции   

        f (x) = √12 – 3x2 +│√12 – 3x2 - 4│- x7 – 7x6
         Ответ: 4

 14. Найдите наименьшее значение функции 
       f (x) = │6 - √20 – 5x2│+ x4 – 4x3 + √20 – 5x2
         Ответ: - 10 

 15. Найдите наименьшее значение функции 
       f (x) = √18 – 2x2 +│√18 – 2x2 - 5│+ x4 – 5x3
        Ответ: - 49

 16. Найдите наименьшее значение функции 
        f (x) = x5 + 2x4 + │3 - √-x2+ 2x+ 3│+√-x2+2x+3
       Ответ: 3
 17. Найдите наименьшее значение функции 
       f(x) = │√-x2 + 6x -5 -3│+ √-x2 + 6x -5 + x3 +6x2 
        Ответ: 10
 18. Найдите сумму всех целых чисел из области функции  у = 6√8 - │5х - 14│
       Ответ: 8
 19. Найдите сумму всех целых чисел из области функции  
        у = 8√9 - │4х + 13│
      Ответ: 51
 20. Укажите наибольшее целое число из области определения функции                               у=ln(35 -│3х -11│)
       Ответ: - 0,5
 21. Укажите наименьшее целое число, которое не входит в область определения функции    у = lg (│2х - 3│- 28) 
      Ответ: - 2
 22. Укажите наибольшее целое число из области определения функции
        у = ln (60 - │3 + 4х│)
        Ответ: 14

 23. При каких значениях функции f (x) = 2│2x + 1│+│3x + 2│ будут не больше соответствующих значений функции g (x) = 25x + 3/

       Ответ: [- 1; + ∞)

                       2

 24.При каких значениях х разность соответствующих значений функции f (x) = (2)│х - 1│  и g (x) = (2) -2х +23
         3                            3 
        Ответ: (1; + ∞)

                      2

 25. При каких значениях х соответственные значения функций f (x) = log2x и                           g (x) = log2(2 – x) будут отличаться больше чем на 1?

       Ответ:  (0; 2)U(4; 2)

                          3     3

 26. При каких значениях х функция f (x) = log0,5(3 - │2x - 2│)

       Ответ:  (-1; 0]U[4; 5)
  27. Найти наименьший корень уравнения log3(x + 1)2 + log3│x + 1│= 6
      Ответ: - 10

 28. Найти наибольший корень уравнения 
        log2(x + 3)4 – log2│x + 3│= log2(x + 3)6 + 3
     Ответ: - 2,5

  29. Найдите значение выражения (log26 3 + 1 – log6 9)0,5 – log6(12√6)

      Ответ: - 1,5.

  30. Найдите значение выражения 4√(х – 3)4 + 4√(х – 15)4 , если
               31   ≤ х ≤  36                                                        2
               10              5
       Ответ: 4,5

   31. Найдите значение выражения √х - 2√х – 1 + √х + 2√х – 1,    х = 1,200

       Ответ: 2

   32. Найдите значение выражения √х - 20√х – 100 - √х + 20√х – 100,

         х = 2007

       Ответ: - 20

    33. Найдите целое число, равное разности  √│4√3 - 13│ - √4√3 + 13
        Ответ: 2
   34. При каких значениях х соответствующие значения функций 
         f (x) =  log2x и g (x) = log2( 3 – x ) будут отличаться меньше, чем на 1.
        Ответ: (1; 2)

   35. Найдите все значения х, при каждом из которых расстояние между соответствующими точками графиков функций f (x) = 0,23x + 5  
          g (x) = 4,8 меньше, чем 1,6.

         Ответ: [- 1; 0]
                         3

   36. Найдите наибольшее значение функции  

         f(x) = │√1 – x2 – 2 │+ √1- x2 + x3 – 3x2
         Ответ: 2

  37.  Найдите наибольшее целое значение функции 
         f (x) = │√4 – x2 - 5│ + √4 – x2 + x4 + 4x3.
        Ответ: 53. 
 38. Найдите наименьший корень уравнения 4√ х2 – 6х + 9 = 16│х - 3│ - 4

             Ответ: - 5.

 39. Найдите все значения х, удовлетворяющих неравенству

        │ах + 3│х│- 5│≤ 1 при всех значениях параметра а є [1;3]

          Ответ: 1

 40. Решите уравнение √(cos 1,5x – 2)2 + √cos2 1,5x – 2cos 1,5x + 1 = 2

          Ответ: х = ± 2π  + 4π k,  k є z.
                                 9       3

 41. Найдите сумму всех целых чисел, входящих в область определения              функции y = (x - 2│x - 3│)

       Ответ: 12.
                                                Заключение.
        Исследовательская работа не закончена, т.к. я планирую так же досконально на следующий год изучить тему «Параметры», а там много вопросов,  связанных с модулями. 
Конечно же, сложно было работать с теми заданиями, вопрос о которых не полностью раскрывается в школьном курсе математики. Но благодаря своей исследовательской работе, я научилась систематизировать различные методы решения, расширила и укрепила знания, связанные модулем; подготовилась для дальнейшего изучения тем, использующих это понятие, научилась решать разнообразные задачи различной сложности; выработала и закрепила навыки работы на компьютере.

        Я хотела бы, чтобы проделанная мной работа подготовила не только меня, но и других учащихся к сдаче ЕГЭ. Поэтому я хочу, чтобы мне разрешили выложить мою работу в глобальной сети Интернет.  
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Рецензия.
      Работа дает в едином целом большое количество информации по одной теме: «Модуль функции».
      Четко разделены теоретические и практические вопросы. В теоретической части освещено все, что необходимо при решении задач с модулями, даны доказательства некоторых свойств, что показывает глубину изучения данной темы. 

      Практический материал очень разнообразен, что говорит о многостороннем подходе к данному вопросу. Работа сделана колоссальная, реализованы различные подходы и методы решения выражений, содержащих модуль, а самое главное в единое целое собран, по крупинке, тот материал, который встречается  в материалах ЕГЭ. Благодаря данному материалу каждый ученик, заинтересованный в успешном выполнении заданий части B и C на ЕГЭ, индивидуально способен подготовиться к предложенному вопросу. 

       Поставленная цель – глубокое изучение модульной функции с использованием материалов ЕГЭ – достигнута.

         Я считаю, что данную работу можно выложить на школьном сайте и подать заявку на участие в фестивале исследовательских и творческих работ учащихся «Портфолио». 
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